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ГЛАВА Е. 
Дополнительныя статьи изъ алгебры. 
$1. Теоря соединен. 


1. бпредфлене. Соединемемь изъ п элементовъ поз наз. 
труппа м элементовъ, выбранныхъ какимъ либо обра- 
30м5 изь я даиныхъ элементовъ а, $, с, ... й, (при чемь, 
конечно, жи Я). 

Теор!я совдиненй занимается опред лен1емъ числа различ- 
пыхь соединен! й изъ и по ш. Еели при этомь мы очитаемь 
различными лить соединещя, отлачаюнияея составомъ элемен- 
товъ, то эти соеднневя наз. сочеташями п чело ихъ обозначаютъ знакомъ 


в 

6’ когда различными считають и соеднненя, сослевленныя пзъ 

однлхЪ п тЪхь же элементовь, но въ разномъ порядиЪ, то 
т 

ихв наз. размёщешями, & чптсло ихъ обозначають символомъ 4, ; когда 


эже всЪ соединевя составлены изъ однихъ итЪхь же я элемен- 
товь и, олд. отличаются другь оль друга лишь порядкомь 
посяфдинхъ, то ихь называють перестановнами п элемеитовт, & число 


п 
ихь обозначають черезь ФР. Очевидно, между прочимъ, что Р =4А, 


2. Размьщешя, Теорема. Чполо возможныхь разм щен! 
л элементовь а, 6, с, ... №, {пож равно произведен!ю ш 
послЪдовательныхь ип убывающихь цфлыхь чиселъ, 
качинающихся съ чисна м, т. е. 


Ж"=ь {и—1) м—2) .... би. 


п 


Шов 
Дёиствительно, ясно, что размфщешя по олному суть сами 
й 
элементы а, В, с, ... Ё, 1, асджд., & =п. 
т 


Чтобы составить затЪыъ всё разуБщевя по два, надо въ каждому 
элементу присоединить волвдъ за нимъ по очереди каждый изъ 
прочихь п—1 элементовь; такимь образомь получимъ размыщеня. 


аб ас аа ай @ 
Фа Ве ВЧ м 
са с@ са сё 
шик Ш 


з 
и явио, что 4, = п (и—1, 

Значить, теорема вфрна при жж = 1 и при я*=2; положитиъ те- 
перь, что ока вЪрна при нЪхоторомь яз; чтобы получить веЪ разм$- 
щевя изъ п по ж--1, имя воз размыщеня изъ в по м, надо, оче- 
зидно, къ каждому изъ послднихь, въ концЪ его присоединить 
‘по очереди каждый изъ (ит) невходящихь въ него злементовъ; дЪй- 
ствительно, при атомъ не можеть получиться одинаковыхъ размще- 
ниш, ибо оны будуть отличаться лнбо присоединяемыхь элементомь, 
либо первоначальной группой—той, къ которон присоединенъ новый; 
съ другой стороны мы получимь ве размьщеня пон-|-1, ибо если, 
ндобороть, оть любого изъ нихь отнять его послБдвЙ элементъ, то 
получится одно изъ размЬщей по ш элементовъ. 


т р 
Итакъ, а =, (® — м). 


з з 
т.е. А = из = ве и (и—З)уит 

Примбръ. Число способовъ, которыми можно распредзлить 10 развыхъ лехц 
но 4 лекцш въ день, равно 


А =. 9.8.7 3040. 
10 


3. Перестановки. Теорема. Число перестановокъ изъ % раз- 
ныхьъ элементовъ равно произведен!ю п первыхь цф- 
длыхь чиселъ т. е. 


"п—Па 


или, короче— сообразно общеиринятому символическому обозначен ю: 
Р=» 


п 


Дфиствительно, такъ какь р, 


10 и имфемъ, что 


РР, =я(в— 1)... (абв 1)..:2. = 1.2.8... (ии. 


Поимёръ. Число церестановокь изъ 3 элементовъ а, р, ©, разно 6, а ейыи эти 
перестановки таковы: 
де, абЬ, реа, Бас, сЪа, са. 


4. Перестановки съ повтореняхи. Гакъ называются перестаковки 
изь п элементовъ, въ числ конхь есть, напр., НЫ одинаковыхь одного 
сорта ни Ч одинаковыхь другаго сорта. Вели число таких перестано- 
вокъ обозначимъ черезь Ри(л,1) и если, различивъ мысленно одинако- 
вые элементы камедаго сорта другь оть друга знаками, сдфлаемь въ 
свою очередь между ними вов возможныя перестановки, то получимъ 
веъ перестановки изъ п разных элемевтовъ; такимъ образомъ, 
очевидно, 


Вор, =, 


зы 


эт Рей 


Примфръ 1. Чиело перестазовокъ буквъ въ словЪ „Мвявярр1“ равно 


Ш — 1.29.45.6.718 9100 ло 31650. 
АГ > 2 3.418 


ПримБръ 2. Распредьлен!ве 5 лекщй по дибферевщельному ночисленио, изъ 
5! 


коцхь 3 посвящено чтенёо, в 2 практическомь завямямъ, возможно. =10 


способажы, 


5. Сочетаня. Теорема 1. Число сочетанЙ изъ п элемев- 
товь по #2 равно произведевк!:ю т цфлыхЪ, послЪ дова- 
тельныхъ п уменьшающихся, чиселъ, начинающихся 
въ числа и, дъленному на произведен1е я нервыхъ ц%- 
лыхь чисель, т.е, 


еее еи--О 


% 1.2.2... (и-Е} ив 


Диствительно, еслн въ каждомъ изъ сочетан! одфлаемъ воЪ 
возможныя перестановки изь т элементовъ, то получимь п во воз- 
мюжныя размщевя изъ п по щ, ибо сочетая тоже были взяты ве» 
возможныя; съ другой стороны вс эти размфщевя будуть раз- 
личны, ибо полученныя изъ одного и того же сочетая фазличатся 


а = 


порядкомъ элементовь, а полученныя изъ развныхь сочетанй  раз- 
личатся составом. Такимь образозгь 


откуда и выводимъ, что 


т 


(ип --0 


Сльдстве. Такъ камь чиедо еочетав!И есть навьрное число ифлое, 
то закнючаемъ, что произведен!е м пос довательныхь 
цлыхъ чнседь длится (безъ остатка) на произведен:е 
ш первыхь цвяыхь чисель. 

Замфчаше. При зыплеываши послфдеей дроби въ численвыхь прамзрахъ 
ствдуеть сначала вапясаль мяожители знаменателя, а потомъ уже множители 
чиелителя—по одному надъ каждимь множитенемъ зуамевателя. 

Примфръ, Чнело свособовъ выбора трехь лецъ изъ 10 капдпдатовь равно: 

10. 9. 5. 


= 120. 


6. Теорема 2. Число сочетан1й изъ п элементовъ по № 
равно числу сочетан1Й пзъ п элементовъ по п м. 
ДБнетвительно, 


т_ п и. бои) _ в (п 0. ит) ит)..21] _ 
я 1.2.8... — 1.2.8.ат. ет). т 
9 


ли (т)! 


я точно также 


я-и т (и 1). {и тфи--) п 1).4би--Ь _ 
9 = 28... (ит)  ^ 18. = 
_ я (@—3)..Дт--т) п ие) а. 


я—т) 
| ро 


и (т) 4.2.3. Авт). а. ВА див)! 
те р я—т 
о п 


Этой теоремой должно пользоваться при вычиеле- 


ра п 
и1и С, каждый разъ, какъм > 5. 


2 
Примфръ. с, = ==. 


Соглашене. Исходя изь этой теоремы условимея считать 
Сб = 
е 


такъ кахъ б=1 
и 


7. Теорема 3. Сумма чиселъ сочетаи!Й изъ ц элемен- 
товъ по ти по м--1 равна числу сочетаи!й изъ эт 


элементовь по и-|-1, 


се с" т--1 
т.е. т = бит * 


ДЬНетвительно, имфемь: 


а (в). (я-иь Е) (в--т-ЕТ) 
с, ы и 1.2.8... т - 
и рячеИ-- и-фя--Ы--Ь 
ав... эт (т -1) = 
— Ро — 
—_т (И. б-—т--2) ( +0 
Еж (и-—1)..(-жи-Н) м) __ 
т 1.2.8..2и (НИ) ` 
—_® {и—1).. (п-т 0 [ =] — 
1.2.8... ли Г -1 
в 1) 9). (ии) 
ты“ 
1.2.3 т {т-Е 
вис. НИ я (и—1.. [бт ЕН ож 
„т (тт) эй ^ 


ПримБръ 1-й. 


Примбръ 2-й. 


$2. Биномъ Ньютона. 


8. Подъ именемъ „бинома Ньютона“ разум$ють формулу, дающую 
разложен1е ццлой п’ой степени двучлена а--х по сте- 
пенямъЪ э7а. 


Неносредетвенно мы находимъ: 


@ 9 
@- 


@-- =) = 


а -|- С. 


разсматривая этн выраженя, замЪчаель слёлующее: 
1) показатель буквы = въ какомъ либо член равень числу 
предшествующихь членовъ п, слд., постепенно увеличивается 
ка 1; а показатель буквы а равень числу послфлующихь чле- 
новъ и постепенно уменьшается на 1; при чемъ, ол®д., наямень- 
пи показатель той и другой буквы равенъ нулю, а наибольш— 
показателю степени двучлена; 
2) сумма показателей объихь буквъ равна показателю степени 
двучлена; 
8) велёдетме двухъ первыхъ свойствъ, чнело всфмь членовъ 
разложен!я на 1 больше показателя степени двучлена; 

и 4) коэфищепть каждаго члеиа равенъ чнолу сочетанШ изъ столь- 
кихь олементовъ, каковъ показатель стенени двучлена, по 
столько, сколько члейовъь предшествует разсматриваемому. 
9. Члобы быть убфждениыми въ справедливости этихь законовъ 

развертыван1я степени двучлена, докажемь, что вели они врны для 


1, 
(а | =)" ‚ то будуть вЪрны и для (а | =)" ы 
Допустимь зе, что 


и оо пар о 
е-® =са с, а Са ж ф..- 
т -- тиб -1 и нот т, 
с, а & Е [ей а 2 -- 
в 1 ити 1 
{ в = 


Я “я 


ва ож 2 в 
С, ах 


—1 — 


тот @ + 9" т. ет = 


; В 
-1 
= ао ас 


я п п 


я ая рт |. 
ео ата + 


2 


о „ = 
И +6 +0 


ОН НН и а? 


п 


1. 
а": 


с 0" 


й 


о о 
п такъ какъь С, =1= [8 


от 
р К! к 1 
а о, В 
ное ов : ® 

то (а-Н®) С | Су :ая | 

т ар и, шфрврси мч 

В 2 .. 
т ба“ ы вне @ 


в п ве 1 
в, 4182 +0, + 17 


раземотрье этой формулы показываеть, что она построена по выше 
выведеннымь законамъ, изъ чего н заключаемь, что поельдие вЪриы 
для любой цфлой и положительной степени двучаена. 


ПримБръ. 10-й члевъ 14-П степеви двучлена 2-х равенъ: 
О з 2 
Ть=С № ж=Сс м 1 18. И. 25 д = 98096 ла. 
ы н 1.5.3.4, 5. 


10. Свойства „биномальныхь коэфищентовъ“ (такъ иазываются коэ- 
фищенты въ формул бинома Ньютона), 

Т. Коэфиц{енты членовъ, равно удаленныхь отъЪ на- 
чала п конца разложен!я, равны. 

ДЬпотвительно, такъ какъ число вофхъ чиеновь въ бия^мЬ равно 
(и--Е), то (ит) членъ оть его конца имфетъ п--и: раныше себя, 


. ит НЙ 
а потому его коэфищенть равенъ С = 0, № ел№д. равевъ коз- 
я 


фищенту у (и--и)то члена отъь начала разложеня. 


—з — 


П. До середины разложен!я коэфиц!енты идуть 
увеличиваясь, & даль е--умеиьшаясь. 


Въ самомь дфяЪ 


ся п. ди-от-ре) (ивы) в т). (ии) я 


и 1.2... @— а 12 з" 
и пи 
[9 т, 
ы и 
. . Ин-т 
ознула п завлючаемъ, что коэфищенты растуть, пока- „ “1 или 
и-и-1> м, те ш< и 
ры 
и—т--Е тт 


и убывають, когда, «те шр 2 


я 


Ш. Сумма воБхь. бином1альныхь коэфиц!ентовь 
равна 2 въ степени показателя бинома, 


Въ этомь убждаемея, положивъ въ равенств» (1}, что а! и 


торда, (аа), 


вс же члены правой части равенотва (1) обращаются въ своп коэфи- 
пенты. 

ТУ. Сумма биномальныхь коэфиц1ентовъ, стоящнуь 
на четныхь м5отахь, равна сумм прочихь (т. е. отоя- 
щихь на нечетныхъ мЪетахЪ). 


Для доказаденьства слоить лишь въ равенствф (1) положить 


2—1, а=-1, тогда (а--х)” ==0, въ правой же части всё члены обра- 
тятея въ евои коэфищевты, но поочередно съ знакамп -- и —. 


11. Примбнене формулы бинома Ньютона въ многочлену совершается 
послФдовательно —принятемь вофхь членовъ, кромф одного, за одио- 
членъ. 


Примбръ, (ас) Цао = а--оЗ(а-ноо--а ву == ай--Завф-|- 
за Вас бабс- Зе Васе. 


$ 3. Номпленсныя величины. 


12. Мнимыя числа. Квалрать всякахо положительнаго или отрица- 
тельнаго числа всегда положителенъ; поэтому корень квадрат- 
ный изъ отрицательнаго числа не можетъ выразиться 
никакныъ положительнымьъ пли отрицательныме чнс- 
ломъ. Условимся однако подобные корки разсматривать, 
какъ новый родъ чисел, навываемыхь мнимыми и опредёляемыхь 


9 


условГемъ, что квадратъ такого числа равен соотв т- 
ствующему подкоренному, такъ что по опредфленио имБемъ: 


(утв; 
въ частности (УТ 
Тань какь — 5 = 1. № и Уй-, 


то для сокрадцевя письма условимся выфето р 
такъ что по опредфлено ме имфемъ; 


вуу=Ьё и. 


висать ОЛ, 


Принято И--{ обозначать буквой 1, при чемъ это $ наз. мин- 
мым зиАком.; вводя его, нывемъ 


Уи=вуст=и, 


13. Номпленсныя числа. Положительиыя и отрицательныя числа да- 
зываютъ, въ отииче оть мкимыхъ, вещественными; а двучлентъ, внда, 


вы, 


въ коемь п $-—-вещественны, наз. номпленснымь числомъ. Для объ- 
единен!я вофхь трехъ сортовъ чиселъ условинся считать, что ком- 
плеквеное чнело а--М обращается въ вещественное 
чнело а при 5 =ои въ „чисто-мнимое“ число & при а=0. 
Въ такомь случеЪ, устанавливая дальше свойства комплеконыхь чн- 
сель и правила дЪйотвИ съ ними, должно это одфлать тавъ, что бы 
отсюда, какь частный случай, вытекала алгебра веществеиныхь чн- 
сель. 


14. ОпредЪлене 1. Комплексиое чноло а--@ равио нулю 
тогда, н только тогда, когда веществеиная его часть а 
и коэфиц!еитъ $ при мнимоыъ зизкЪ отдфльно равны 
нулю; такимъ обравомъ равенство а-|-==0 
равносильно двумъ такимь: а==0, 2 = 


Отредфлене 2. Два комплексныхъ числа считаемъ раз- 
ными другь другу тогда, и только тогда, когда соотв а т- 


*) Въ этомъ обозвачент плюсъ (-|-) отнюдь не указываеть на дЪйотье сло- 
жешя, твхъ какъ мы пока не имфемъ никокихь празилъ дыйстыя надъ мнимымп 
числами. 


— 10 — 


ственно равиы пхъ вещественныя части п коэфи- 
ц1енты при мнлмомъ знакЪ; значнтъ, равенство 


аи с-- 


равносильно двумъ слфдующимь 


а=е, 6=4. 


15. бломенше. Опредълене. Суммою комплекеныхъ чиселъь 
наз. такое новое число, веществеиная часть коего есть 
сумма веществевиыхь частей слагаемыхъ, а коэфи- 
ц1ентъ прн $ есть сумма такихъ ковфиц{евтовт въ 
слагаемых, такъ что 


ато ето. е-е-Ро-ВочНа-Р 


Сльдетие 1. Пыфя въ виду соотвфтетвующая свойства сумм 
вещественныхь члсель, можемъ высказать ольдуюния попоженя о. 
свойствахь суммы комилексныхь чисель: 


„ыы 


1. веянчияа вуммы ке завиентъ отъ порядка ея 
слагаемых; 

2. величина суммы не измЪннтся отъ замфны в*- 
скольвихъ слагаемыхъ ихъ суммою, найденной от- 
ДЪлЬНо. 


Сябдетые 2. Прибавлен!1е къ равнымь величинамъ 
одной и той же третьей величины даетъ величины раз- 
ныя, ибо 


если аи =е-- а, 

то =ен6=а; 

о ао те-ю=е-ке-о--0’ 
и надев =е-о-а-р# 
и тавъ каКЪ =@--/ 

то (9-е а-ча-+вь 
а ель, ев -еинена-е-я. 


16. Вычитане. Опредьлене. Разноетью двухъ комплеке- 
ныхъ ячисель наз, такое новое число, которое въ суммЪ 
съ вычитаемымъ даетъ уменьшаемое, такъ что если 


еее, 
то е----е--ю=е-ы. 


Сльдств@ 1. Для вычитан!я одного комплекснаго чи- 
ела изъ другаго надо вычесть отд льно вещественныя 


и - 


частини коэфиц!евты примнимомъ знакЪ. Дфйствительно, 
изъ послЬдЕяго равенства имъемы (рем т-=а--ы 


и, сал., села, @-- =, 
откуда в — в, И==а а, 
а потому аи) —(в-- 9) =(@—9--60—9) 1. 


Слъдетве 2. Всяк[й членъ равенства можно нерено- 
сить изь одной части въ другую, перемвнивъятри этомъ 
его знакъ, ибо вели 


ариев ея, 
то а) — р ={[е-- 49 -- ею — е-+® =юе--9-+@-792+ 
+в =ю-офя-ю-+Р-фЯь 
т.е. ат -етд=еа. 


17. Уннонене. Опредълене. Произведен: емъ н„зеколькихь 
комплексныхъь чисель иаз. число, которое получится, 
когда мы ихъ перемножимъ такъ, вакъ будто бы было. 
простымъ буквениымъ множителемт, а затЪмЪ # зам4- 
нИМЪ вездЪ нар—1. 


Напр. @-РЫ) (+4) = ас ве аа ай зао Не ра 
== (ас — 5) + бе-Ра@) +. 


Сльдетые 1. Изь освойствь буквенныхь произведенш выводимъ, 
олфдующя заключев!я: 


1) величина произведен!1я комплексныхъ чиселъ не 
завиентъ отъ порядка множителей; 


2) величнна произведен!я не измЪнится отъ за- 
мфны нфоеколькихъ множителей—ихъ произведен1емт, 
найденнымъ отд льно; 


3) для умиожен!я суммы нъсколькихъ комплекс- 
ныхъ чиселъ на какое-лнбо число надо умножить на 
него каждое изъ слагаемыхь и сложить всЪ получен- 
выя произведеи!я; 

4} произведен!е суммы на сумму равно сумы» по- 
ларныхъ произведеи1И членовъ одной суммы на члены 
другон. 


Слъдстве 2. Отъ умиожеин:я равныхь комплексныхь 
величинъ на одно ито же комплексное число получа- 
ются величины равныя. 


Слъдетве 3 —значен{е цфхыхь отепеней числа $: непо- 
<редегвенно пмвемъ: 


в=фЩь йа. + 


сНоео=-Ь 
Ча 
и вообще: 1 


Гиз 


Ю и в 
Ка ва, 

4% ак -|-1 4-2 4% -|-3 
такъ что $ Чь? +,1 .7 


СлЪдетве 4. 
ныхъ миожител 
еы са © 

= (А-В 4 


з. 
Произведен!е любаго числа комплекс 
ей приводится всегда къ виду М -- №, ибо 
® (9-м)... = @-- 9) е- але ом 

НИ м). =[(1-- В е-+ 0] 9-ю). 
=(С-- 2 (м... = Мм. 


Замёчане. 


Произведен1е комплексныхъ чнеелъ мо- 
зжетъ оказаться вещественным ъ—напр., 


{8-49 (6—8) = 18-25 -— 2 


32 


18-32 =50. 
Опредфлене. Два комплеконыхъ числа, раздичающуяся 


лишь внакомь козфиц{ента при *, наз. сопряженными,— напр., 
а на. 

Теорема. Произведен!е сопряженныхъ комплексныхъ 
чисель равко сумм квадратовъ ихъ веществениой 


части и коэфицента при # & слфд., всегда положи- 
тельно; напр., 


ею ара 


врачи. 


18. Дълеше. Опредълене. Частнымъ двухъ какиуЪ-либо 
чисель наз. такое новое число, произведет е коего на 
дфлитель равно дЪшимому. 


Теорема 1. Отношен:е О двухъ чисель Аи В не нам. 
нится отъ умножен:я дБлямаго А и дфиителя В на одно 
п то же число С. 


а 
Дъйствительно, если в=9, 
то, ло опредъшенио частна!юо: А—=3В%; 
слЬд., 


Аб—=(В9)0 или АС== 896-8009 =(В0)%, 
откуда опять, по опредьленцо частнаго: 


ас Аба 
вс= 9. т.е. е=з- 
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Теорема 2. Чтобы комплексное чнело а--# раздф лить 
на вещественное чнеоло № нахо раздфлить на него от- 
дльно вещественную часть и коэфиц!евтъ при 4, ибо 


ь . . 
„Му ММ =а-Ы 


аи ав, 
А УТ 


п, сифд., 


Теорема 3. Отношен{е двухъ комплексиыхуъ чисель 
всегда приводится къ виду А -|- В, для чего надо лишь 
чиеслитель и знаменатель помножить на число, сопря- 
женное со знаменателемъ и зат%мъ примвиить тео- 
рему 2-ю. Вь самомь дЪлЬ, нмфемъ; 


ай _ в @—4) _ ерыд р ера ера. 
+ (+96 ва + 


19. Геометрическое изображене компленсныхъ величинъ. Есла, взявЪ 
прямоугольвыя оси координатъ, бу- 
демъ вещественную часть д воякаго 
комплекснаго числа трактовать, какъ 
абециесу, а коэфищекть & при — 
какь ордпнату, то всякому такому 
числу будеть отвфчать нфкоторая 
вполиз  опредфлеиная точка на 
плоскости, и обратно— всякой точ- 
к въ плоскости отвёчаеть нзко- 
торое единственное . комплексное 
число (въ частности—для точеюь 
наоси ох— оно можеть оказаться ве- 
щественнымь), точка М (а, 5) наз. аффиксомъ чнола в--&. Это гео- 
метрическое изобразнеше комплексныхь чиселъ- точками въ плоскости 
устамовиль Гаусеъ; есля для опредълешя моложевя точки ЛМ (а, 5) 
введемъ поляркыя координаты г и $, то будемь, какъ извЪстно, 
имфть: 


Черт, 1. 


а=". (оз, 6=" Вр ее... . (1), 
откуда обрално: эта, те. х=УИЯ--®] © 
и Созф ==, Вир 2 | ТТ!" ° 


Для комилекснаго числа а-- М число * наз. модулемъ, а ф — аргу- 
ментомъ; по общему условйо модуль считаютъ непремфнно положитель- 
нымъ, аргументь же можеть быть какимъ угодно, при чемъ 
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для веякаго чпела пмфеть безчиоленное множество значении, давае- 
мыхъ формулей = ат, 

тлз .—младшее звачен дуги, опредляемой равенотвами (2), и 
К— любое цфлое чпело. 


Примфръ 1. Для числе 3 {|-25 имемъ: ^ ==] 13, бовё = Эф == 


—8 
1 13’ 


п 


для зпола—2_ 8 имвемъ тоже: г = ИЗ, во 005: 


и ВИ 22”". 


Частные случаи. Модуль положительнаго чнола равенъ 
ему самому, а его аргументъ равен нулю, ибо если 


а>зонр=о, то ур—Чя (2) даюты: 


Я =1, За. =0. 


Модуль отрицательнаго числа равенъ его абсолют- 
ной величин, а аргументъ его равенъ л, ибо въ этомъ слу- 
чав имфемь: ав и В=о, 


а елбд., ги а, (оз = =—1 и Зе о =и. 


Модуль тното мнцыаго числа равенъ абсолютной 
величин его коэфиц1ента при? аего аргументь ра- 


вень+-", тарь какь если а== 


>, 


то ИЯ и Сор о, а Зо пя=чь, 
при чемь ясно, что ? = при й>о 
л Ф=-— при б<о. 


Замфчант!е. Модуль числа часто обозначаютъ поетановкой его 
между прямымт вертикальными черточками, такъ что, напр., 


18-821 =178 и |-— 18| =18. 


= — 


20. Геометрическое значен!е сложеня комплевсныхь величииъ. Пусть 
М и М суть аффикоы чи- 
сель а и с-- в Р- 
зэфуфиксъ ихъ суммы 

(@-- 2-8), 
равной, какь мы  внаемъ, 
числу 

етотетая 
тогда а и 6 суть. проекщи 
веклора ОМ, си 4—проекци 
вектора ОМ, а а--си -- 9— 
Черь. >. проекциг вехтора ОР, такъ 

что; 


Прох ОР= Пир ОМ-- Ир ОМ п Ив, ОР= Пр ОМ-Е Ир» ОМ. 
а слЪд., бР=0м-- ОМ, 
т. в. сложен!е комплекеныхъ чиселъ равносильно гео- 
метричесному сложен1ю векторовъ, соединяющих ихъ 
аффяксы съ началомъ хоординатъ, при чемъь ясно, что это 
справедливо для воякаго числа слагаемыхъ. 

СлЪдстве. Такь кахъь отрзокъ прямой всегда короче ломанной, 

-опнрающейся ва его концы, а модуль всякаго комилеконаго числа 
какъ разъ предотавляегь длину вектора его аффикса, то, слфд, ‚ Мо- 
дуль суммы чизелъ не превышаетъ суммы модулей ела- 
гаемыхъ; въ частности, кахь было указано, модуль всякаго веще- 
отвеннаго числа равеиъ его обсолютной величинЪ, а потому абео- 
лютиая величина суммы не больше суммы абсолют- 
ныхЪ величинъ слагаемыхъ, 

21. Тригонометрическое выражение вомплексныхь величинъ получимъ, 
замёняя въ а числа а и 0 яхь выражешями въ модулф ин аргу- 
ментъ; а==+ Сово, 5== г Вх, 
что дасть: ат Оозе--" Бы. й; 
обыкновенно это циптуть такъ: 

а Ы =» (Совф #8105). 

Теорема 1. Для равенства комплеконаго числа нулю 

необходимо н достаточно равеиство иулю его модуля, 


ибо если а--Ы=0, 10 а==о и 6—0, 
а слх., п #ы 
обратно, если к==о, т, е. 4-0, то а=он 6-0, 


а потому и а в =0. 
Теорема 2. Для равенства двухъ комилексныхь ч1- 
селъ нзобходимо и достаточио, чтобы ихъ модули были 


— 1 — 


равны, а аргументы равличалиеь лишь на цз яую крат- 
пость числа я, 


ДЪйоствительчо, еслы ^ (Созф--# Эш) ==р (бозф-|-1 0$), 
то г Созф==р Созф и г Бше==о Ш; 
складывая квадраты этихь равенетвъ, получаезгь 


7? (Сов?ф -- $120) = р (0057$ -|- 50%$) или #* = 


п, сибх., Г=р, & потому Созф == С0ёф п Вшф ==8 1$, 
откуда вытекаеть, что ф=ф-Е 2, 
тдВ #-- любое иёлое число. 

Обратно, изъ равенствь х==ри ф—ф-|- 21 
слфдуеть, что х Совф==р Созф и ’ Вто = р 51, 
а потому т (Созф---2 3109] = р (08$ -- #59). 


22. Умномене компленсныхь чиселъ. Теорема. Модуль произ- 
веден1я равенъ произвежен!ю модулей множителей, а. 
аргументъ произведен{я равень суммЪ аргументовъ. 
множителей. 


Дьйюствительно пыфемъ: 
(+, (Сов, РЗ о [5 (Соврь-- ВИ и,иь (бор, Е, 
- (Сова, аще) =е я, г, (Сов: Соз, --&Эики Совз, -|-# Сова Эф, -| 
7 бши Эше,) ==, #, [(Созз: 0057, — Эту Зир,) 22 (Зач Созз, - 
Е озр: Эпир] = (м, о > [608 (ив) Эа (в, +) 


пря чемъ здфоь модуль есть, очевидно, ", х„,а аргументъ равенъ ®, +; 
поэтому 


т 


7: (Созр, +2 ЗФ). з (Созфь-- 2 ВНафь). 7 (С09ф, --# Эт... 
си (Со8р-[# Быфь ) == [и: (Созф, +4 8514,). 7. (Созфь --$ Ве. ]]. 

-7ь (Созо; - БН.) ... та (Сов у, )= [т 25). [008 (2. НН. -- 
+2). 7з (6082 Зин} .. ото (Собфи -- ОВ) =. #525 [00 (9, -|- 
Зы) би (ф.о Е Фь 1... ть (Созфи --® Бфь )... = 
27: а. т [008 (9, Рё --.. +9) 5 Эт (9 --.. + $). 


Слъдстве. Чтобы произведен! е комняекскыхь чиселъ. 
равнялось нулю необходимо и достаточно равенство 
нуяю хоть одного изъ множителей, нбо для этого необходимо. 
н достазочно равенство 


71 Га... Ра 580, 


для коего въ свою очередь иеобходимо и достаточно, что бы, ивпр., 
тк =0, 
х. е. чтобы 7 (Совфи -- * Бак } =0. 
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23. Формула Моавра. Полагая въ предъидузщей теорем, что 


МЕТ, =... ЕЕ ВЕЕР Н ф=...== $, 52$, 


получимь: [" (бове--Е Зшфр == [008 вф--е п плз]; 


это равеиетво и иаз. формулой Моавра, Оно показываеть, что 
модуль цфлой п’ой степени комидекснаго числа равенъ 
той же степени модуля этого числа, а арсументъь этой 
степени равенъ и —кратному аргумекту основан! я сте- 
пени, при чемъ эта теорема, справедлива и для цлаго отрица- 
тельнаго показателя; дфиствительно. полагая я = — м, ГД уже 
т)> 0, ныБемь: 


а нА 1 
Сов: Е = (бое Е ВИН", ово рват 
1 1 _ 0050-7500 _ 


(60$ шз-- Эш 0$) ^” 608 ше-- 9 ше 


о" [Сов (—01) 5+ Эш (—л12)] 
=" (08 че--& Эм 3). 


Тов 
Ь 


24. Дълеше номпленсныхь чиселъ. 


Теорема. Модуль отношен1я равенъ отношен!ю моду 
лен, а аргументъ его равенъ разности аргументовь чис 
лителя и знаменатеня. 

т (С08Ф--1 81 


) 
. сл агая ! к 
Въ самомь лЪлЪ, полагая ав 9) 


= (Созю--$ Би), 


имфемь: г (С05э-Р2 ВНр) ==р (Созф--? ВФ). В (Совю + Вто) = 
==РВ [Сов (фа) + Ба (фе), 
а сдьд., Р=рВ я ф=Фо, 


откуда, в=, ло=е— 4. 


ГНАВА И. 


Функции. 


$31 Постоянныя и перемфнныя чцела. Понят1е о фуяк- 
шяхь и ихЪ классификац1я. 


25. Величины, разсматриваемыя въ хакомъ-ибо вопрос, могугь 
либо оставаться всегда ненамённымт, либо, наоборотъ, ифЗняться; пер- 
зыя наз. постоянными-таковы, вапр., радусь даннаго круга, про- 
извелевне отр®зковъ хоряъ даннаго круга проводимыхь черезъ дап- 
хую точку; вторыя наз. перемфнными—таковы: радусъ окружности, 
зинеанной въ данной уголь; длина хорды даннаго круга, проходящей 
черезъ данную точку п т. д. Изъ этихъ примвровъ, между прочимъ, 
видно, что зеличина, постоянная ВЪ одномъ вопросз, можеть быть 
перемфнною въ другомъ, какъ, напр., выше--радёусъ окружности. 

По обще-прикяхому обывкновеюю постоявныя величины 0обозн 
чеють начальными буквами лахинскаго алфавита а, 6, с,..., а перем$н- 
выя—послЬдвими: Ь х, у,2,... лнбо буквами греческаго алфавита: а, 8, 7, 

26. Изучеще хакой-либо величины съ помошью математическихь 
методовЪ возможно только тогда, когда она выражена чнел омь 
(для чего надо каждый разъ выбрать единицу м$ры и способъ 
изи$ рен! я). Всякому извфетвы рац{ональвыя—цфлыя и дроб- 
чыя— числа, извфетно также, что сушествують числа иррацтональ- 
ныя_какъ, намр., число, выражающее длину дагонали квадрата, когда 
эго сторона явята за единиду дяинъ. Мы примемъ за очевидную истину, 
что всякая величина можеть быть выражена въ однород- 
ной сЪ нею иБкоторымъ чиеномъ-роональнымь ила ирра- 
шональнымь; вапр., если точка 44 движется по прямой, то при каж 
домъ ея положени разстояве ея до опредфленной точки О этой 
прямой выражается нФкоторымъ чисдомь при вояхой единиц 
длины. При этомь число х считается равнымъ или боль- 
шимъ чнелау, когда величина, измЬряемая чиеломъ ш, 
соотв тотвенна равна или больше одяородной съ нею 
величины, изм ряемой числомъ у. 
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27. Совокупность вбёхь чиселъ, захлючающихся 
между числамиа н 4 либо равныхъ одному изъ нихъ, 
наз. промемутномъ (участвомъ) (а п 4). Про каждое изъ нихъ говорятъ, 
что оно ирннаддежить этому промежутку, а поольдй нхъ во- 
держнть; ирп этомъ, если ваир., а < 4, то а нав. низшей, а А— 
высшей границей промежутка, разность же А—а наз. его протящешенъ 
или длиной, Наконець, если 


<. <В<А 


чо говорят, что промежутокь (5, В} заключается въ промежутьЪ 
(а, 4). 

Введя эти названя, говорять еще, что перемфнное число 2 м%- 
няется на участкЪ (а, А), когда ово можеть принять любое изъ 
значенй, принадлежащихь этому участку (а, 4). 


28. Опредфлене 1. Перем\нное число, значен1я кото- 
раго мы можемъ задавать по произволу, наз. аргументомъ 
или независимымь. Обыкновенно, голоря объ изм№ненш незавнен- 
маго перемфнцаго на участь (а, А), ечитаютьъ, что при этомь оно все 
время растетъ, (либо все время убываеть) и, елЪд., проходить 
черезъ различныя числа этого участка посл дова- 
тельно—въ порядкВ постепенкости ихъ возрастан]я 
{яп бо убы ван! я) и черезъ казлдое--лишь по одному разу; 
подобное пзмЬнеше независимаго перемфннаго наз. непрерывзымъ 
ии сплошным, 


29. Опредълеше 2. Функц:ей независимыхь перемЪн- 
НЫХЬ 4, У, 2,... наз. такая перемфнная величина, значен!я коей 
не могутъ быть задаваемы по произволу, такъ какъ они 
опред% ляются уже задантемь значен!И этихъ незави- 
симыхЪ; часто функщею наз, еще перемфнной зависящей. Напр., пло- 
таль круга п длина его окружности суть функцит его рад{уса; объем 
параллелопипеда воть фульшя его измфреви... 


30. Опредълене 3. Задать фуннцю—значить указать способъ 
опредзлить ея значен!е, отвЪчающее той нли другой 
допустимой совокуинности значен{И аргументов; с10с0бовъ 
задашя функии-—безчисленное множество; мы пока укажемъ лишь три 
простВИшихъ. 

1. Задан1е таблицей-—напр., въ элементаркой алгебр» 
такъ введены въ обиходь логарифмы; 
2, Задан!е графически этоть способъ примфняется 

напр., въ тригонометрн при введении понят о 9, 0% и т. д. 

п 3) Задан!е уравнен!ем, связывающиыь величины 
аргументовъ съ соотвЪтотвующей имь величиной функщи, 
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Частный случа! послЪднято задашя предотавляеть такь ваз. за- 
дан!е формулой, увазывающей малематичесыя лЪИистыя, которыя 
надо совершить надъ аргументами, чтобы вычислить значене функщи. 
Очевидно, что оть задавя уравнешемь мы перейдемь къ заданно фор- 
мулой, если рышимъ это уравнене; напр., функшя у, опредфляемая 
ур—емъ 

(25348) у ыгуа—вх--1==0, 


выразится слЪдующей формулой: 


у 


Каждый изъ вышеупомянутыхь способовъ задашя функц ныфетаь 
свон выгоды: напр. задаве таблицей весьма удобно для практиче- 
скихь примфненй; задее графикомьь указываетъ наглядно госте- 
пенвое измФнеше функщи; а за то лишь задан уравнешемь или 
формулой позволяеть подвергнуть Функц дальнйщимъ математи- 
ческимь пзелфдовайямь, 

31. ПослЬдиее обстоятельство настолько существенно, что даже 
тотда, когда неизвфстенъ характеръ зависпмости фунющи чо оть аргу- 
мевтовъ 2, у, 2,.., а извфетенъ лишь факть существованЕя нЪ- 
которой зависимости, примшбняють послфлей изъ вышеуказанныхь 
опособовъ задашя—‘именно пишуть: 


= (5, 
при чемъ буква { (начальная буква слова „опеНот“- функщя) наз. 
характеристикой -функши. Съ измфнешемь характера зависимоети 


надо зам нить букву { какой либо другой (обыкновенно созвучной съ 
ней)--налр., Г, Ф, Ф, 9 нт. д.; такимь обравомъ 


Ф (@®, 2...) 
есть новая функщя, яо зависящая от’ прежнихЪ аргумея- 
товъ; а 

фа, В, т...) 
есть функщя, зависящая оть новыхъ аргументовуъ =, В, 1... такъ, 


КакЪ / ЗАЗиСИТЬ ОТЪ , у, 2... 


Замфтимъ еще, что частное значеше 2 при частныхь значеняхь 
а, 6, с,... аргументовъ обозначаютъ так: 


РУ, 2.) а 


ъ 


или ещеё—дия краткости—тажъ: 


Е (а, 6, с...), 


що 


32. Опредълене 4. Областью перемфин ыхь %, у, 2, .. нав. 
совокупность вначен1Н ихъ, выбираемы х`ь произвольно для 
ж—на участь (а, 44), для ука участь? ($, В), ит. д. 


Опредфлене 5. Функцая Г (2, м, =, ..) наз. опредъленной въ_н- 
жоторой области, если она нмфетъ одно или нфеколько опре- 
дъленныхь значен{И дия намдой системы величине зу, 2, 
нринадлежащихь помянутой области, напр., если не хо- 
тимъ вводить мнимыхь величинъ, то фуякщя 


о 


опредфлена на участкЪ (— 1, -- 1) дия х и на участ (*, А) для у, 
при чем о-—сколь угодно малое, & А—сколь угодно большое поло- 


1 
жительныя чнела,; а, функшя = опредфлена на совокупностн уча- 
етковЪ (-—- А, —в)и (а, А), пбо при х=о получаемъь не имъющее 


1 
для насъ смысла, выражен!е 5 ° 


Мы ограничимея дальше пзучен1емь нменно лишь 
функц, опредВленныхь въ какой-либо области, 


33. Нлассифинашя фуннщй. Для удобства рёчи въ дальн®Ишемъ 
полезно установить дьлене функ! на классы. 

Функщя в, знамещя коей могуть быть связаны съ значешями 
аргументовъ 2, у, 2, уравнешемь, въ которомъ надь ю на; у, 2,... 
<овермаются лншь ДЪйств1я сложен1я, вычитан1я, 
умножен1я, дфлен!1я и возвышен!я вЪ цфлую степень, 
наз. алгебричееной; такова, напр. фунищя, опред®ляемая ур емъ: 


де Е 
У тв к —+4х 


Можно доказать, что такая функц1я можеть имЪлть лишь 
хонечное число значен!й для каждой нопустимой сово- 
хупности значен{й аргумеятовъ; а селфд. всякая функщя, 
лыВющая безчисленное множество значен, навЪрное не алгебриче- 
ская-такова, напр, дуга, опредфляемая по ея бигу или 005’у и т.п. 

Неалтебрачесыя фунющи наз. трансцендентными; къ номъ при- 
надлелать, межлу прочимъ, степени съ несоцзм5 римыми нпо- 
казателями, показательныя фунец)и съ постоянным и 
<ъ перем % ннымъ основан! емЪ (напр:, а’ и у”), затвигь: функ- 
ци, содержания аргументы подъ знахомъ логарифма;, тригоно- 
метрическя функц и, наконецъ, такъ наз, круговыя (объ нихь 
подробно будеть‘р№чь дальше). 
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Аатебричестя функцш въ евою очередь дфлатея на разряды. 
Пменно, если можно рышить урн, опредфляющее ®, и такимъ 
образомжь выразить # нъ зависимости отЪ я, у 2,.... формуной, въ 
которой кадъ аргументами х, 7, #, ..., совершаются лийть дЫ- 
стыя сложешя, вычитав1я, умноженя, дъденя н возвышезня въ дфлую 
степень, то ш наз. ращенальной функщел, при чель ояа наз. ее цълой, 
когда въ ея выражеве ве входить дфиеве на аргументы; (оче- 
видно, вее это будетъ тогда, когда первоначальное ур—не-—линейно, 
т. е. 1-0 степени относительно 1). 

Если изь аргументовуъ извлекаются корни, то функшя наз. 
радинальной; а если мы не можемь рЬшить ур-ве, опредфляющее чо, 
то алгебрическая фувкця и наз. ирращюнальной. 

Въ часткоотн, одночнент, содержащий артументы лить въ ра- 
цохальныхь степеняхъ, наз. степенной функщей. 

Замътныь между прочимь, что цЪлая функц я опредз- 
лена, очевидно, при воякихъ значен|яхъ аргументовт, 
дробная-же—за исключен!емь твхъ, при которыхъ зна- 
меналеля обращаются въ нули. 


Примфры: 

13*...-. трансцендентвая фунншя (похазательная, съ постоянным освова- 
вемъ). 

2) 4х Зуи... тоже. 


. ® — алгебрическая иррашовальная функц; 


0,.. 0 — радикальвая функшя, ибо всякое ур--в® 
4-й степени можно рЪнтить, 


иене ь ... радикальвая фунюця. 


..... ‚.. радюнальвая дробная фувкшя 


ее ..- цьлая фунящя, 


34. Воли дия каждой совокупяости внален!и аргументовъ сама 
функщя иметь лишь одно значене, то она наз. однозначной 


(апИотте) таковы, напр., 2? --2у, 9 22 — 1 ит. п.; ВЪ против- 


у 
зом же случа ь она наз, многозначной— таковы: У’ху; дуга ок- 
рулиности, опредъляемая по вя Эй’у или Соз’у; и т. л. 


— 928 = 


Ясно, что изучен! однозвачныхь фуньцщй вести гораздо удобн\%е; 
поэтому сводятЪ миногозначиыя функц: на однознач- 
ныя, разсматривая совм%стно лишь поел дователь- 
ныя величины какого либо одного изъ значен!й функ 
ции: такъ напр. двузяачную фуцкшю У`у можно изучать, какъ 
совокуппость двухъ однозначныхь функц: 


И зун- Е в 
Мы дальше всегда будемъ имфть въ виду лить 
однозначныя функц! и и потому, метлу прочимь, у всякой 
степены будемъ разематривать лишь ея положительное зна- 
чен!е, при чемъ, во избфжаще миимости, н основан!е стенеяи 
всегда будемъ брать лишь полаж нтельное. 


Есля ивмфнен{!е знака аргумента не мВняетЪ ин 
величины, ни знака функц и, т. е. если 


Га) Г)», 


то она наз. четной таковы, напр., 


з-д и (955; 


а если измвнен!е знака аргумента м няетъ лишь знань 
функц п, ие м%няя ея абсолютной велячины, т. е. если 


С Г 


. 1. 
то ова наз. нечетной — таковы ®-- Вне, 49 22. 


Творема. Фувкц!я, пе откосящаялося ап къ четнымъ, ан къ не- 
четвымъ, ость сумма двухъ пругихъ, изъ хонхтъ одна-Четная, & 
другая—нечетная. 
Дъвотлительно: 
АУ 9 Рес 

5 й 


Уи -Ни) НИС , Гей -УС 
з - 2 
п яоно, что первое слагаемое есть фувкщя четнея, & второе —нечетная. 


и“ 


з а з 
Примфръ. Уз! _ ИМЕ: =» Е! 


35. фуниши прямыя и обратныя. Предположим, что у есть одно- 
значная функщя 2'а: 


(2), 


*} Знакъ  ставять для обозначея тожественнаго равенства. 


Шо 


такъ что значешямъ 2, 2, ‚.. Хи... Носнёдияго отвзчають значе- 
Я У, 7... Ув, ... Перваго; тогда обратно, напр., при у==у» пере- 
мФнное © можеть имфть лилть значене хи, такь что, задавая вели- 
чину уе, мы тЪмъ самымь опредЪляемь величину аа, т. в. ® 
является въ свою очередь функщей у’а—напр., 


= 0). 


Эта фуньщя каз. обратною той, которую представляеть у по отно- 
знеябо м5 х’у, послдняя же наз. прямой; очевидно, что покятуя в 
прямой и обратной функц{и относительны — все зависить 
оть того, съ которой изь кихь мы начали разсмотръще. 

Теорема. Прямая и обратная фупиц!и одновременно 
алгебричны пли трансцендентны,. 

Въ самомь дфлф, по опредфленшо—если у есть алгебрическая 
функшя 27а, то ® иу связаны ур--вемъ 


Е а, =, 


лЪвая часть коего есть цфлый многочленъ отяосительно какъ х, тазъ 
пу; а это значить, что и г есть аигебрическая функщя у’а; п обратно, 
Отеюда закгючаемь, что если у трансцендента относитель- 
Но #2, то < не можеть быть ангебрично относительно у; и 
обратно. 


Слёдстве, Если одна изь двухъ обратныхь другъ 
другу функц! Н имЪетъ безчнсленнов множество значе- 
я1й для каждой величины ея аргумента, то обБ сиЪ 
трансцендентны. Таковы, напр., веЪ тригонометричесыя фуккцит, 
ибо каждому допустимому бйму, каждому Соз’у п т. д. отвъчаетъ без- 
численное множество дугъ. 

36. Что бы покончить съ класонфикащей фунищИ, зам тиль еще 
слфлующее. 

Функщя наз. явной, когда она задана формулой, н неявной, когда, 
дяя получевя явнаго ея выражешя въ аргументахь надо рушить 
опредфяяющее ев ур— не. 

Фупкщя наз. возростающей, хогда съ увеличен:емъ аргу- 
мента, растетъ ин она сама и убывающей когда она 


— —# 
2 > 0, ася. п 2—2. < 0; значить, прямая и обраткая 
2—2 мя 

функц! всегда либо одновременно об%возростающуя, 
либо об%-убывающЕя. 
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Наконець, если фунешя получаеть одну и ту же величину каж- 
ый разъ, какъь аргументъ измёнится на одно и то же постоянное 
количество в, т. е. если 


Г @- т в).--7 @), 


хогда »п—число цфлое, то она наз. перодичесной, а ‘иело в наз. 
ея перюдомъ; таковы, напр., вс№ тригонометричесвя функцш, причем 
дия бит, 0050, бест н Созест перодъ, какъ извЪетно, равенъ 21, а 
для 9х и Сощх онъ равенъ в. 


$ 2. Круговыя фунищи, 


37. Прежде всего зам®тимЪ, что вЪ математическомъ анализ 
выражаютъ дугн окружностн не въ градусахъ, а въ такъ наз. раданахъ, 
т. е. за единицу хугъ принимаютъ дугу, дянна коей 
равна ея рад!усу; угловая величича ратана равна 57° 17’ 44,31”... 

Переходъ оть градусовь къ ращанамь и обратно совершается 
весьма просто; именно, еели длина дуги въ п? есть =, то имфемъ: 


откула 


п обратно 


Кром того, во всякой таблиц логарифмовъ имфется страница, 
служащая для перевода дугь изъ одной мфры въ другую: въ ней 
увазаны значеншя числа 2, отвЪчающия дугамь въ 10, 2°,...180°, за- 
ТЪЮЬ ВЪ 1, ',...60’ и, наконецъ, въ 1", 2”,...60”. 

Замвтиаль еще, что въ аналивЪ не ограничивають разсматривае- 
мыя дуги предфлами 07 и 860 или, нначе, 0 п 2*, а допускають для 
нихъь всяк1я п при томъ, какъ положительныя, такъ и 
отрицательныя величины, при чемъ графически положи- 
тельныя дуги отсчитываютъ обратно ходу часовой 
стрёлел, в отрицательныя —по нему. 


Примбръ 1. Выразить дугу въ 10° 53' 19, Ш/”’въ ращавахь. 
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По таблице пыфемть: 360° ралво 6,5 
134 2.388 72 

55 „ ов иа 

12” „ 05000 0582 

о" „ 0000 0020 


Примфръ 2. Найтн 29 (3? 32°). 
Пмвемь № Зи 32° 24 2097; 2 у у 32° — 9,448 19% 


Зи 280 8144 
о таблии: лугв 0,279 2587 отьфчаеть 14° 
ВЫ осталовъ ПД0Г 5617 
дугь 0001 4544 . ый 
остатокъ 0,000`1078. 
дугё 0,000 0067 . 22 


остотовт, 0,000 0006 
дуть 0.000 000588 _„ 042 
СЯВд. дуг 48107 85°) отьвчаеть 16 5 


‚107; 


поэтому 1044 (ша 32") = 9,460 0498; у (ше 32°) 0,288 4369, 


38. Опредфлене. Нруговой фуннщей паз. дуга, опредф ленная 
КАКОЮ Либо ИЗЪ еЯ тригонометрическихъ величннъ. 


Такихъ функщи тесть; именно: 


арнсинусъ х’а есть дуга, п коей равенъ 2; 
арнкосинусъ ха „ „ 08» „ з 
и подобнымъ же образомь вводятся функци: арктангенеъ, арвнотан- 
генсъ, арисенансь и арнносенаисъ, 

Такъ какъ, одинъ и тоть же Ви, или одинь ин тоть же Соз, 
и т. д. принадлежить безчисленному множеству дугъ, при чемъ веЪ 
ихъ легко найти, когда извЪстна одна изъ нихъ, то ввели еще поня- 
т1е о такъ наз. младшемъ значенм круговой функщи, подъ коимъ разу- 
мВють наименьшее по абсолютной величин изъ воЪхЪ 
ея значен1и, а если тавихъ будетъ два разаичаю- 
ЩяхСЯя, елЪд., знакомъ, то младшимъ каз. то изъ нихъ, 
хоторое положительно. 

Любыя и младиия значеня круговыхъ функща будемь обозначаль 
такъ: 


пюбыя: младиг1 я: 
2г6510 Атезшх 
атовозх Агесовх 
эагобих Ато, 


нт д. 


т 


Вепоминая трихонометрю, легко видфТь, ч10 агов|лх и 
агссоз х опредЪлены ва учаеткЪ (—1,-1), зтобих и 
&$сс068 2 опредфлены на участк% (—05, Г о5} и агечес х 
И &1000566 2 опредвлены на совокупности участвовь 
([—<,—н (1, <). 

Найдемь теперь прежде всего млад- 
шее значеве кажлой круговой функщя 
п выражее съ помощью него вожхь Е) 
прочихъ ея значе. 


39. Агезт. Пусть х — положитель- 
ное число, не превышающее 1. Отло- 
зипыь его вверхь по вертпкальному д1- 
аметру окружности ралуеа, равнаго 1, 
ле точкл О и проведемъ черезъ нее го- 
рнгонтальную хорду 7,7); тогда ясно, 
что дуги АР п АР,, а также веъ, отли- 
чаюццяея отъ нихъ ва цЪлое число Черт, +. 
& окружностей, т. е. наб, имфють Эт, 


разный =, такь что атоие = | мт 

Но если #> 0, то веЪ эти дуги будутъ дниннфе дугь 40 и АБ; 
затЪмъь — АР—2т =-- АВ’Р, а Ар ж=<— АВ'’О, а эти дуги 
соотв®тетвенно длиннйе, чЪыъ —^ АД и `— МР,; наконець, при А <—1 
и подавно получимъь боле длияныя дуг; а тажъ какь еще 
-Ар<- АХ, то, значить, Ато те -=-— АР, 


{ 28е-|- Атовпия 


при чемъ атс — эл-- п Атевние { шее ...- а) 


#65 < АР, =- АВА’ — < Р’А=< АВА’ — —Ар=и- Ато; 
оба послвдинхь выражения можемъ соединить, очевидно, въ одно: 


агозшх = пис -- (1) Агозшх - -...--. . (2). 


Пусть теперь # < 0, но по абсолютной величнн№ не превышаеть 1. 
Тогда, откладывая его по вертикальному даметру внизъ до точки С” 
и заканчивая построен подобно предъидущему, видимт, что 
{ -4р’- ме , 


атовла = | > АР’ 


п, разсуждая совершено такъ же, какъ выше, заключимтъ, что теперь. 


АТЕеЗГа; == — АР’, 


— 28 — 


при чемъ равенства (1) н (2) остаются справедливы, тажъ какъ 


- АР = — АА" АР, -=—— < АР’ ==— п АТО 


и, сябд., — ИР’ -- 2 == 2 — п — Атовный = 2 (2—1 в-- п-- Атевраа = 
эк п-- Атовим». 


Птакъ, младш1й Атсз{и х находнтся въ 1-й положи- 
тельной четверти при > 0 и въ 1-й отрицательной-при 


® Ы : й 
я < 0, т.е. мьняется оть — 5 д; вс же проч!я значе- 
н1я ахозщт опредъляются формулой (2). 

Предпояегая еше, что 00’ = — ОС, видиыь, что —^ Ар’ == — < АД, 


т. е. Агсзт (— х) = — Агозт х, 
а сл®л. Ато! па есть функц1я нечетная. 


1 
40. Агссозесх. Такъь какъ (056% =. , 
Виа 


откуда обратно За = 
Уд р созесх 

: 1 

то, слЬд., дуга, косеканоь коей равенъ <, пмфеть Эш, равный, р 


. 1 
наче говоря аг600560; = агова =. 
Отсюда заключаем, что 


Агсс0$667 == Агозт . еее (3), 


и, слВд, младш!й Атосозесх захлю- 
чается въ 1-й положительной чет- 
с верти при 21 и въ 1-ой отрица- 
тельной--при #<1, при чемъ пред- 
2 аж ставляеть функц] ю кечетную, т. е. 
Агссозес (— 2) --: — Агссозеех; 
4 кромЪ того 


агссозесх == те | (—1) 


№" Агссозесх .... (4). 


2; р Чо касается графлческаго построевя 
&г0605ес2 по данному х’у, то оно яспо изъ 
черт. 4-го. 


Черт. 4. 41. Агссозх. СОдЪлавъ построеня, ука- 
занныя на черт. в-мъ, гдЪ ОС— х, видимъ, что, 


-АР--к. 
ара 
изь воБхь такихь дугъ аш короткими будуть, очевидио, 
—АРи АР, и такь какь — МР, =—< МР, 10, значать, 
Аго6082 = < 41). 


2106062 = 


—. 29 — 
и агсс0зх = 26 + Агбс05х --..- 


При этомъ если #>0, то точка р 
будеть вправо оть вертикальнаго д!а- 
метра, а когда х < 0, то влЪво; значить, 
младш!й Агссозх лежить въ 
1-й положительной четверти 
приж>ови во 2-ой положительной — 
при я < 0. 

Предполагая еще, что 00’ == —ОС, 
ВИдИМЪ, ЧТо — 4^0’ == АЛ, а слд., 


Агссо$ (—х) = — Агссо$х, 


такъ что Агесозт не есть ни чет- 
ная, ни нечетная функц1я, 


42, Агозесх, Замчая, что Зеса = 


Созе? 
1 
откула обратно Соб = = 
5есх 
заключаем, что аго5есл = агсс0$ 
п, слфд., еее = {8} 
у р : 
р р.) а потому младш1Й Атозест при- 
надлежитъ. 1-ой положитеньной 
ДА ве четверти при >11 в 2-0й полони- 
га = тельной —при ®<1, при чемъ еще 
Агсзес (— х) =я— Агозесх, 
2 такъ что эта функц! я-—ни чет- 
=! ная, ни нечетная; кромф хого 
Черт. 6. 


агсзесх = 26 -- Агозесх;. ... (7), 
построен я же агозесх по данному х ясны изъ черт. 6-го. 
43. Агофух. Изъ черт, 7-го видно, что если > 0, то 


агфра == Ар-- т, 


при чемъ: когда #>0, то воф эти дуги длинн№е дуги АР; затёмь 
—4АР-к=<-АВ'Т,, которая тоже длиннфе, чёмъ —^ АЛ; и, нако- 
нець, при # <—1 получаются дуги еще длинн%е; 


слЪд., Атфох 


— АР. 


— 30 — 


н агоох = @=-|- Агех > ее ... 8) 


Если х <0, то подобнымь же образомь заключилть, что 


АРХ ==<— 11 


п опять атс ао -- Арс. 


Такпугь образомь младш1 И 
Атсё ва заключается въ 
1-0й положительной чет- 
верти при 2>0 и въ 1-0 
отрицательной—при 2 < 0. 


Кром того, считая 
АС’ —= — 40, видам, что 
А-а, 


т. с. Агс49 (— х)=-— Аг Хх. 


такъ что эта функця— 
нечетная. 


Черт. 7 


44. Агссотдх. Наковець, имфя въ виду, что 


ао 
Я сов 
1 
заключаезь, что атссовя 2 = а д 
1 
и, слБд., Атобоёа х == Ато Роны (9), 


а потому младпий А гс006Р 2 лежит 
въ 1-й положительной четверти 
при з>0н въ Г.И отрицатель- 
ной—при я <0, причемь 


Агссо 4 (—х) = — Агосо{х. 


такъ что эта функц! — нечет- 
ная; вромВ того 


агссо\ух = =-- Агссощх ‚.. (0). 


1 — 
45, Выранене однихъ  пруговыхь фунншй черезъ друмя. 


Если 2>0, то тамя выраженя получаются очень просто на осно- 
зани завноимостей между тригокометрическими функщями одной н 


той же дуги; еслн же х <0, по лучше перейти сначала къ фувющямь 
отъ {— 2}, 


Тазимь образомь, напр. получаем: 


_ й - х 
золи х2- 0, то Атоми м = Агсооз УЛ 2: — Ари - 
— Агсзес — Агссовес „.; 
у: ы 
Ага З = Атовощ | — Атозво У10 == Агссо8 1 -— Аза д Аноеовео Г 10: 
НЫ 3 ую У6 " 
т т 
Атосов (— — Агссо8 2==— Агов -, = Агосовес И 5 = — Агозт ., = 
2 т 
= — Ато = — Агеев 
75 
1 1 з 
ме ШО  Акооов | ао дат Эх мов Из = 


1 
— Ато Аговег 


— Агосозес ув . 


46. Если надо выразить Атесозх въ Атезпих, пли Атосфех—вь 
Атйох, или, наконець, Агссозесх въ Атсзесл, то можно это одёлать 
проще — на основаыи слЪдующигеь теоремеь: 


1. Агезтх -- Агосо$х =. при всякомъ #. 


Деьнотвительно, если т > 0, то, положивЪ  Атезрах -=а, 


имемъ Зта=ж и (08 (= ) 


з 


5 —< заключается очевидно, между 0 п 5" ибо & 


и такъ какъ дуга 


заключается въ такихъ же границахъ, 


то Ауссовх -— Атеятя, 


я 
о. 

Если и < 0; то, полагая х=— у, таф уже узо, 
находить: 


откуда и получаемъ, что Атоыт я -- Атос0$ х = 


— 32 — 


Атезтияе -- Атесови == Аговш (— у) Агос0$ (— 5} Атеящу 
{+ < — Агес08 у) ==я - (Атовт »-|- АЕ0608 У)==я ы $. 
Ц. Агозесх -|[- Агосозесх = у при всякомъ 2. 
Въ самомъ дваъ, 
Атезесх-|- А10605е0х == Аусе0з 1 | Атеял 1-7 . 
а х 2 
ТИ. Агещ х-- АгосоН х == : при >09 
п Агс х + Агсс049 х= — : при 2< 0. 


ДЪйствительно, первое равонство дохазкется, каКЪ дая Алеша - 
- Ахосоза; второе же получаемь изъ перваго, воломнивъ, что об» 


слагаемыя функи-—нечетныя. 


47. Слощеще круговыхь функш. Подь этнмъ назвашемъ разумф- 
ють выражеше суммы или разности нфеколькихь круго- 
выхъ функц! И въ вид% одной новой круговой функции, 
Такая задача рЪшаетоя переходомъ къ тригонометрн- 
чеекимъ формуламъ, при чемь, рЬшивь ее, надо еще опредЪ- 
лать--какое именнолначен!е полученной круговой функ 


щ1н должно взять. Поясилть это удобифе всего на прим р. 


3 
Найти 2, зная, что Агов1п (- 1) лговеь {= атесова. 


3 
Полагая Агезо (-- )- Агезее (—) = 270505 2-1, 


в 
пывемь. во-первых ЗинЕ оз Ме ц Сову та, 


з 
а во-вторыхь, 1; 
поэтому 2= 60; (# — == Сово Сов Эша Зв 


но такь как а в В — суть млацш!я дуги, 


то я Е 


т 


-(- В 


т 1 
=Л, ВЕ =+] 


ДУГЕ з У _ УТЗуЕ 
° 78” > 8 


а потому =. 1—4. 9, 
В 
и, сада Ага {- 1) Анно (— = весов ( и 
таит 
дя + | я — Аосов Ут 8. | 


— 83 — 
. з 5 
При этомъ. такъ ванъ Атезт | — 4) Составляетъ приблизительно около — 50°, 


1 3 
а Агсзее (—2) равелъ Агосоз (--), т.е. 120°, такъ что тема (-.. :) — Атозае (—2) 


ити: 
‹оставляеть около 170°, межцу тЬмъ какъ Агесоз - т биизовь к 0°, то 
очевидно, надо взять & ==0 п передъ скобками [| анакъ —, тактъ что окоичательно 
3 Е ВЕ 
Атозт (- в — Атовев ([— 2) = в Атос 


48. Формулы сломешя вруговыхъ функцй. Такъ называются фор- 
мулы, дающ!я выражен!:я суммы или разности двухь 
одноименныхь круговыхъ функц! ВЪ видЪ одной таной же 
функц! и; выводятся ояЪ по способу иредъидушаго №-а. Пусть, папр., 
надо найти =, зная, что 


Атеви х -= Атез у == атс 


тогда, полагая Атебтяз=я, Атовп = п азот е==у, пмфемъ, что 


&ЕВ==у 


и Бшаях, БВ ау, ту =, 

откуда 

2=бщ («= 8) =Ящ я 0053 + 008 = Эш В = “ИГТ 2 

и, омбд, — Агозих = Агозту == агезт (хИТ-учуКГ 8). 
Подобнымь зе образомъ найдемтъ, что 


Агссо8 х = Агссоз у = агсс0$ (ху 3 и Р1— уз) 


п Агео х = Агс10 у == ага ^ 1 ее т 


Примбръ. ге! - + Ато г — Ао —— 
т 


= Аг 1 = 


49. Формулы удвоемя пруговыхь фуннщй. Он% выражають 
удвоенную круговую фуньц1ю, какъ одиночную такую 
же функц!ю нф котораго новаго аргумента; получить ихъ 
можно либо самостоятельно — по способу № 47-го, либо изъ формулъ 
№ 48-го, полагая въ вихь у-=л. Такь нли иначе находим: 


2 Агсзш х —= агст (2хИТ— 1) 
2 Агсс0$ х == агссоз (1 — 2х”) 


и 2 Агс49 х— аго “ 


= Аля Пу 


120 ! 


120 пе 
о Ато | = дев 


1 
Ато 580; 


= 120 
-. 1 = Аки пб — Ат 


7$ 


1 
330” 


1 
и потому 2=16 ов, — + лав 


ГЛАВА ПИ. 
Теоря предфловъ. 


$ 1. Понят! о предл. Теоремы о существовани предфла. 


50. Опредълене 1. Безконечно малой величиной наз. перемфн- 
ная, абсолютное значен!е коей можетъ быть сдЪланои 
затъмъ уже всегда оставтея меньше произвольно выбраннаго 
подожительнаго числа, каАЕЪ бы оно мало ни было. 


Опредълеше 2. Перембнное число, абсолютная велячина 
коего растетъ такъ, что можеть стать больше каждаго, 
сколь угодно большаго, положительнаго чнела #1, наз. 
безвонечно растущимъ; короче его наз. безнонечностью п обозкачаютъ 
знажомъ оо. 


1 
Очевидно, что если х— безк. мало, то -;— безк. велико, ибо 


й 1 
стонть взять [<] < д, что бы получить | н обратно. 


Опредьлен!е 3. Число, абсолютное значен!е коего не 
можеть ин расти безгранично, ни стать безк.-малымъ, 
наз, вонечнымъ. 

Замвтихь, что изъ данных опредфлен не слфдуетъ, что безк. 
малая не можеть въ нЪкоторый моменть своего существовашя быть 
и весьма больтной, а безк.-большая не можеть котда нибудь оказаться 
и весьма малой, однако при примЪънен!и этихъ понят! И мы 
будемъ считать, что безк. малая разсматривается уже 
тогда когда она отала пренебрежиыо-мапа сравни- 
тельно со воЪми конечными величинами, а безк.-боль- 
тая—ужё тогда, когда она стана такЪ велика, что въ 
конечныя величнны пренебрежнмо малы. сравинтельно 
зъ нею. 


— 36 — 


51. Опредёлен® 4. Предъломь перем нхаго числа № наз. 
такое постоянное число, разность коего и перемфниаго 
безк. мала. Отсюда межяу прочимъ сллуеть, что пред%лъ безк- 
малой есть нуль, напротивъ того, безконечность нл- 
когда нельзя назвать предъломъ чего-либо, пбо по самому 
опредфленно ея она есть чиело перемфнчое. 

Очевидно, что нуль можеть быть разоматриваемъ, 
какъ частный случайн безк.малыхъ величинъ, ибо онъ. 
меньше всяБаго положительнахо числа; а, слЪд., веякое Постоян- 
ное число можно разсматривать, какъ такое перемфн- 
ное, которое все время равно своему предфлу. 

Что бы выразить, что  имфеть предфломь с, интуть: 


Нед. в=с пан еще Гипо 


при чемъ изъ этого, по опредфненио, вытекаеть еще, что 


№ — 6, 
тд% я—безк. мало. 

Если ю—есть число независимое, то приблинеше его 
къ какому либо предфлу с совершается просто потому, что мы беремъ 
его посафдовалельныя значеня все болфе и боле близкими въ с 
еси же ю есть функц! я кажлхь либо аргумевтовь д, у, 2,.. то 
приближеве его къ с является слЪдехвтемъ приближещя этихь 
аргументовъ къ какимъ либо величинамъ 1, у„ 2, либо возрасташя 
ИХЬ ДО ©о; при этомъ, что бы выразить стремлене и къ с при увели- 
чени напр., х До со и приближен у к у и # нъ 2, пишуть такъ: 


Зазебтимь еще, что предфль с перемфннаго чнцела ю есть по- 
стоякное число, существующее самостоятельно-—незавиенмо оть 
‘числа 0; разомотрьн!е зне его, какъ предфла значен!И чнела о, есть. 
лащь способъ найти зависимость между си м, 4. На 
осяован|и зависимосты между и л, у, 2, при чемъ иззю- 
зкен!е средствъ для этого и составляеть содержаше Теор1я Пре- 
ДЪловъ. 

52. Установлеиное выше понят! о предфлё позволяеть лишь. 
узнать, будеть ли данное постоянное число предфломь перемвн- 
наго 10; между тФыь весьма часто намЪ важно лишь рёшить, суше- 
ствуетъ-ли у окакой-нибудь предълъ, точное же значен!е 
послёдняго мы даже можеть быть не въ состоя вычислить. Цоэтому 


— 87 = 


прежде всего займемся теоремами, ведущими къ ршенио вопроса о 
существован и предфла, 


Теорема 1. Еслп х растетъ все время, но не до сэ, то 
навфрное иметь предьль. 

Пусть послфдовательныя значетя числа, 2 будуть 2, х., 
2... 2, Я --1,- ®) при чемь число # можемь брать сколь угодно боль- 
пишеь, и, цо условио, 


<, <<... За <... 


Разематривая совокупность всвхь чнеелъ, как1я только 
можно се6% вообразить, мы можемъ разбить ихъ на дв группы: 
въ первую (е) отнесемъ воз чиела (9). которыя меньше хоть 
наного-либо изъ чисель 2, — напр., «=, либо равны одному 
8$ нихъ, а во вторую (Ё)—вс№ остальныя, т. е. т5 числа (11), ко- 
торыя больше воёхь =, Шри этомъ ясно, что если чивло 
прнвадлежить къ групп% е, то всякое меньшее число эл, 
подавно принадлежить къ ней же, ибо изъ неравенствъ 


вт, п тк 
вытекаеть, что И пи <*„; 


наоборотъ, если число 1 принадлежитъ къ групи % Е, тон 
всякое большее чнело М, принадлежитъ къ ней же, нбо наь 


неравенствъ > п М> а при воякомь №, 
слЪлуеть, что и М>, при любомъ #. 
Вовьмемъ телерь какую либо прямую (черт. 9) и, отложивъ на 
Хх Хх 
- —4- = 
Черт, 9. 


выражаемые при какомъ либо масштаб чи- 
селами 2, т... заставимь точку Хо ДВИГаться оть — со ВЪ со; каж- 
дому ея положен! ю Х атвфчаетъ н% которое опредЪлен- 
ное число Л, выражающее длину соотвётетвующего отр№ака ОХ, 
при чемъ сначала эти числа принадлежать къ група е, а въ ковць— 
къ группЪ Е, такъ что при вфкоторомъ положени 1/1, движущейся 
точки происходить переходъ чисель Х изъ первой группы во вторую, 
при чемь это поможеже №/,—единотвенное, ибо изъ сдЪланныхь выше 


ней отрВзки о.д:, 02 


Знаками 1, 2,.. &,., мы ие хотимъ перечисиить воЪ значен!л чпера ^, 
= лишь указываемь посл довательность полученя л“омъ этихъ величинъ. 
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замъчан!Н на очеть м) п 4/, олфдуеть, что обратный переходь — изь 
Евъе—невовмоненъ. Число 44, выражающее длнну отрфзка 
031, и есть предЪлъ чпоень м, 2. 


ДъЪйствительно, во-первыхъ, > а; при воякомъ №, ибо, 
вели бы, напр., бесю Миа, то ужё непремфнно 44 <=» 
п, елЪд., М, =», -—а, 
тгдЪ а> 0, откуда Лю а=е За, 
такъ что число /,--а принадлежало бы етие кь групп е, а потому, 
меньшее число ЛА не могло бы быть переходныхь 


Во-вторыхъ, разность №—ж, можно уменьшить екомь- 
угодно, ибо если бы, напр. иывли, что №— 2, > 8 при всякомъ &, 
10 получили бы, что №—6>> =, при веяколеь й, тажъ что чнело 4—6 
принадлежало бы ужё въ групп Л, а потому большее чнело д пе 
могло бы быть переходнымъ. 

Нанонець, разность 4/, — 2, убываетъ при увеличен1н / 
пбо а; при этомъ растеть. 

Тахнагь образомъ разность 4/,-—- у, будучи положительной, можеть 
быть сдфлана и затФыь всегда остается меньше всякаго, напередль 
задаваемаго, положительнаго числа; слфд., она безк. мала, а потому 


М, = Пред. ж, при чемъ № у. 


Такииь же образомь можно доказать, что если число а убы- 
ваетъ все время, но не безгранично, то нав$ рное стре- 
мится къ н% которому предфлу 2, при чемь д < а. 


53. Лемма. Нели чноло у, принимающее послЪфдова- 
тельно значен!я у, У», Уз. Ур Урь.. ве растетъ безгра- 
нично, то существуеть число 14, характеризуемое сл5- 
дующими двумя свойствами: 


1) М>всякаго изь уовъ 


и 2) М—у можно сдфлать либо нулемъ, либо сколь 
угодно малымъ. 

Это число наз. высшей границей чисель у („Офеге бтепяе“, „Тд- 
щие зарбиеите“), 

Прин доказательствЪ различимъ три случая. 


1) Числа у, вое время растутьъ, Такь какъ при этомъ они, 
по условю, остаются конечными, то стремятся къ нфкоторому пре- 


ДЪлу у, при яемъ у> у, пры любомь Ё и ууу == беак. малой; 
сяк, уь и воть искомое 1/, 
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ПТ Числа р то растутъ, то убываютъ, пры чемъ 
еди нихъ есть тахой—напр., у», который больше вофхъь 
прочихь (нфкоторымъ, быть можеть, равент). Тогда, 
этоть у„ И есть некомое М, при чемъ второе свойство удовлетворяется 
подъ видомъ равенства, 


| 


11. Числа» то растуть, то убывають, но при этомъ 
средн нихъ ифтъ такого, который былъ бы больше 
воЪхь прочихъ. Въ этомъ случа поетроимь новую группу чи- 
селъ (=) олвдующимъ образомъ: за 2, возьмемъ у;; за г„-первый изъ 
тЬхъ уовъ, съ которыхъ начинается убыван!е ихъ н #010- 
рый въ то же время больше 2;; за „первый изъ такихъ же у’овъ, 
который больше #,; ит. д. Тогда ясно, что групиа чиселъ = безьо- 
нечна, при чемгъ они растуть все время, однако не до с®, бо 
во они выбираются среди у’овъ, которые конечны; ‘значить, какъ ВЪ 
случаз Г-мъ, они имйыоть высшую границу ЛМ, которая будетъ выЪотЪ 
съ тЬхь и высшей границей у’овъ, ибо: 1) везый у меньше одного 
лзЪ говъ, & посладый < М, такъь что н всяьШ у <М; п 2) разность 
М— = можно уменьшить какъ угодно, а слфд. это можно одзлать и 
сь М-у, ибо вояюй 2 есть одинъ изъ уовъ. 

Подобнымь же образомъ доказнемъ, что если числа у не убы- 
вають до (—с2}, то у нихь существуеть низшая граница м 
(„Озщеге бтешие“ „Тлл\е иу@мемге“), характеризуемая ся дую- 
щими свойетвами: 


1) т«всякато уа 


п 2) ут можно сдЪлать лнбо нулемъ, либо сколь 
угодно малымъ. 


Прямбрь 1. Для труппы 0; 0,2; 0; 0,8; 0,36; 0,368; 0.3666 
петь: М=04; и=0. 


пмфемь: 


54. Теорема 2. Еслн иммемъ двЪ безконечныхъ группы 
чисел я, и №, при чемъ любое число первой меньше вся- 
наго числа второй, а разность М, пу соотвфтетвенныхь чи- 
сель идетъ къ нулю при увелнчен1и # до со, 10 числа 
объихъ группъ имвютъ предфль н при томъь одинъи 
Тот же. 


— 4% — 

Дъйетвительно, на основан! прелъидушаго А заключлемь, что 
числа ;, имзютъ „высшую гралицу“ 31, ибо вов они меньлте, напр, 
чвзть М; значить, ив ЗА 


при чемъ, по свойству высшей границы, разность 1/—я, можно 
сдфлать сколь угодно малою; отсюда слВдуеть еще, что 


ЗМ, 


при всякомъ й, ибо, если бы, наир., было М> М, т. е. М= 
ть а>0, 

то имфии бы: Ми, = (А-а) —п,= 
ибо по условйю М> 0; 
А это противоръапть произвольной малости 1! — ил. 


ва, 


Итакъ, 
поэтому ОМ. М, фт нок М < ми: 
а такъ какь по услойю М, — ну безк. мало, 
то тъгь болфе М—т и № —М без. малы, т. е. 


АЕ есть предфль (№)... 
и АЕ есть предфль (р), 


55. Теорема 3. Чтобы леремнное число у, приннмаю- 
щее посл довательно зкачен1Я у, у... Ук стреми лоеь 
при этомъ къ нЪ которому преллу, необходимо и достаточно. 
что бы разность у ‚— у» стремилась въ нулм ири уве- 
япчен!и я до со, наново бы ни было полотительное число р (хотя бы 
оно само расло безгранично, н даже быстр\ ев, чЪмЪ 2). 


Дуйотвотельно, это услоше необходимо, пбо если у, иметь 

предлть—напр., хо, то 
Эно р а, 
при чемъ пред. („ 
поэтому и Эро -Р 
‘при чемъ тФмъ боле пред. (&, р)... о 
а слЬд., Пред. (рр Уи). == Пред. [о 1. р) б-наи |. «== 
= Пред. (и р). о ==. 


Наобороть, допустимь, что укаваниое услоше выполнено. 
Равиость лики, ГАВ > И, 
при данномъ. и мРняется оть пзмфнешя #, но ни въ какомъ слу- 
чаЪ не дълается безк.-больттой; поэтому ея абсолютная вели- 
чина веть высшую границу в”, такъ что 


— и - 


тн 


вн 
дия всякаго #, при чемъ еще по услевзо пред. (=,), „==0; подоб- 
нымъ 2не образомь имЗемь: 


Ро -ер-еь-и-рь | Зе р ПРИ любомь № 
Но первое неравенство при В =р даетъ... ь- | 


те. ва р-н И Зиь и Зи. 

откуда У рН ь Е, 

а ть боле уе, ФР рр Ир р Зи, 
те +, 


при всявихь м п и. Такимъ образомъ числа у, —е„ и числа ум = 
образуютъь лвЪ такихъ груипы, которыя удовлетворяють условямъ 
теоремы 2-ой, нбо еще (у,-|-=,)— (у„—®„) ==, ==безь. малой; сяфл., 
эти числа пмюоть нФкоторый общёи предфль у,; & такь какъ 
пред. (ви)... 
ло просто Пред. (у» )и. ото. 
Значить, указанное выше услоше п достаточно. 


$ 2. Основныя теоремы о предфлахъ. 


56. Лемма 1. Сумма конечна числа безк.-малыхъ 


9,4... сама безк. -мала. 


Въ самомь дБ, каждая изъ этихъь величикь съ ибкотораго 
момента сдфлается по абсолютной величин меньше >, ТД — произ- 
вольно-малое положительное число; поэтому съ нЪфкотораго момепта 


аа рае Нм] < 


что и показываеть, что сумма, #, --а,--...-- о, безк.-мала. 


Лемма 2. Пронизведен!:е конечнаго числа я на безк.--ма- 
лое # само безк. -мало. 

Действительно, по условйо всегда |2| <А, гдЪ А — ифкоторое 
опредВленкое постоянное положительное число; съ другой 


стороны еь нфкотораго момента вое время | #| < ТДВ = — пропз- 
вольно-малое положительное чнело; поэтаму съ того же момента 


< 4. 


вар == + [2 |4. 1 


а эт0 п показываеть, что 2х— безк.-мало. 
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57. Теорема 1. Одна и та же перемънная ве можеть 
одновременно стремиться въ двумъ развымъ предфламъ. 


ЦДЪВотвительно, допустим, что = одновременно стремитея въ 
предбламъ а и й, такъ что 


драпё=Е- В, 


ГДЬ & и 8 —безк-малы: тогда а—5=@— В, п такь какь а — $—чиело 
постоянное, а « и В— безк.-малыя, то это равенство возможно, лить 
когда а==Ь (и, сяфд., в=8). 


Теорема 2. Если вс значен1я поремфнной измфЕять 
свой знакъ на обратный, то и предлъ ел персмфнять 
знак 


Въ самомъ дЪль, пусть а 
#-— безк.-мало; тогда 


пред. 2, такъ что а==х-ра, гдь 


—а=—#— 


п такъ какь и (—а)—безк.-мало, то 


пред. (— 2). 


58. Теорема 3. Еели изъ двухъ перемфнныхъ хну, 
ПУФющихь предзлами ап 6, первая все время меньше 
анбо равна второй: 


=<у, 


то и предЪлъ первой меньше либо равень предфлу 
второй. 
Дфиотвитеньно, такъ какъ пред. =а п пред. у=й, 
то х=е- а, у=Ь- В 
допустивъ, что «> — напр., а=Ь-е, 
прн чемь с — постоянное нолоя: ительное чиело, 
получимь: х—у=(а--—@ В) =а—5-4«—В=е--«—В> 0, 
ибо «—8В — безк.-мало; а это противорЪчить условио, что < у. 


Замфчаше. Выралесн!е: „х все время меныше у" надо понимать не 
ВЪ ТОМЬ СМЫСЛ, что любое значене х’а меньше всякаго значе- 
я у’а, а въ томъ, что каждому значенцо х’а отвфчаеть нз которое 
значен!е у’, которое больше него; тая соотвЪ тетвующея значе- 
я обыкновенно отмфчають одпимь и тьмъ-же указателемъ—напр., 


м И. 
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Сльдстве. Если всегда х< А, гл№ А постоянное, то и 
Пред. (1) < А. 


Теорема 4. Если двЪ перемвнныя хил равны при 
зсЪхь овоихъ измфнен1яхъ и одна изъ нихъ иметь предьлъ 
а, то и другая предфлъ имфеть, и при томь тотъ же 
самый. 


Дфиотвительно, такъ какъ а = пред. х, 
то х=а- и, гдЪ & — безк. — мало; 
ко такъ какь еще у=х, тон у=-а-а, 
а слфл., у нмБеть а предъломъ. 


Замфчан!е. Часто эту теорему выражають такъ: ‚предёлы то- 
жественно равныхъ перемённыхъ сами равны“; но такой. 
редакщей вводится неявное предположенще, что у объихъ перемфн- 
ныхь предфлы уже завфдомо существуют, а между тЬмъ въ прило- 
жешщяхь этой теоремы намь часто важнЪфе веего именно доказать 
существовае предъла у одной изъ двухъь тожественко равкыхь 
перемнныхъ. 


59. Теорема 5. Предзль алгебрической суммы вонечнаго 
числа слагаемыхъ равенъ такой же алгебрической 
сумы ихъ предфловъ. 


Пусть @,=Пред. я, а. = Нред. ,,...а,==Пред. х,, 
т.е. да, а, та, рана, а, Ро, 
тд в, 0, ..а,-—безк-малы; тогда 


м, Ея, (ара) Е (а) +... (ана, а ва виа,-- 
(аж... 9), 


и такь какъ а Ба... ва» — чиело постоянное, 
В 99, +... о, — безк.-мало, 
то а. На. +... а, = Пред. (#, +2 +..,), 


х. в. Пред. деж .. +2,}= Пред. 2, + Пред. 2, + == Пред. <,, 
ири чемъ ясно, что знаки въ обфихъь частяхь должны быть соотвфт- 
отвенны. 


Замфчаше 1. сли нЪкоторыя изъ слагаемыхъ обралцаются въ = о, 
то теорема эта, конечно, не примфнима; однако если вов онн-одного 
знака, то можемъ все таки сдфиать опредфленное заклочене о всей 
суммЪ—именно, ясно, что н она обращается вЪ со того ие знака; если 
же безконечныя слагаемыя нмЪютъ разные знаки, то величнна суммы — 
неопред®ленна; вапр., 


ва — 


для обозначешя этой веопрелфленноети употребляють СИМВОЛ со — <. 


Замфчаше 2. Доказанная теорема не примбинма тапоже, когла 
чнело слагаемыхъ безконечно; при этохь, если веЪ они оста- 
зотея величинами конечными, то сумма либо растеть безгранично, л!бо 
будегь неопредфленной; если слагаемыя убывають до нуля цо м®р 
увезичейя пхь вумера, то сумма наз. безконечной строкой пап 
безконечнымъ рядомъ а для опредълешя ея величины нужны 
овобыя пзслфдовавя, образуюция прецметъ такъ наз. Теор!и ря- 
довъ; если. наконець, вс слагаемыя стремятся къ нулю ло мфрь 
увеличейя ихъ числа до со, то опредфлене величины суммы основы- 
вается на методахь Интегральнаго Исчислен{я. 


60. Теорема 6. ПредЪлъ произведентя нонечнаго числа 
множителей равенъ произведен1ю ихъ предЪловь. 


Въ самомъ дфлЪ, пусть пред. х==а и пред. у==, 


т.е. х=а- а, УВ, гдф « п В— безк.-малы; 
тогда ду=(а-— 0) $8) =ар ах ав 3; 
но Вх, 8 п В — безк.-малы, равно какъ и ихъь сумма; 
слфд., 2$ = Пред. (25), 

че. Пред. (лу) = Пред. (<). Прел. (3). 


Допуская теперь, что теорема вЗрна для % множителей (луг... 5), 
такь что Пред. (жуе...5) = Пред. м. Пред. у. Пр Пред. 
выводимъ, что ова справедлива и для я--1, ибо 
Пред. (хуг..але) = Пред. [(луг...6) ль] == Пред. (хуг..5). Прел. чо = 
= Пред. х. Пред. у. Пред. 2 ...Пред. х. Пред. 1 
отеюда заключаемь, что она справедлива, всегда. 


блъдетие 1. Предвлъь произведен: я перем ннаго чн- 
сна на постоянное равенъ произведен! 0 посл дняго 
на предълъ перваго; иначе говоря, постоянный множитель 
можно выносить изь подъ знака предзла. 


Слъдстве 2. Предзлъ цвлой положительной степени 
леремфннаго числа равенъ такой же степени предЪла 
этого числа, 
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Замёчане 1. Предьидущая теорема, конечно, ве приямфнима, если 
въ числ множителей есть безгранично-растущ!е; однако, если 
при этомъ нфть безк.-малыхь множителей, то ясно, что все произве- 
деш!е растеть до сз; если же одни множители обращаютея въ сэ, а 
друмМе стремится къ нулю, то пропзведеще становится неопреллен- 
нымъ; налр.. 


в 1 3 
Пред. (4.3; „= од. 9 „о ==0; а Пред. (4. 
эту неопредЪленноеть обозначають символомъ о. ©, 


.) 
1х 


1; 


Зам5чане 2. Теорема не примфнима также, когла число мноли!- 
телен безк.-велико; тогда получаемъ тажь наз. безконечное про- 
изведенте, опред®леве величины коего требуетъ особыхъ праемовъ, 
образующнхъ предметь особой главы Анализа, 


61. Теорема 7. ПредЪ ль отношен!я равенъ отношен! 0. 
предъловъ, всли только предфлъь знаменателя не нуль. 


Дуъиствительно, пусть //0ед. х=а, Пред. у= 


такъ что х=а--«, у=6--В, Г яп безк.-малы. 
х _а аа а ам 45—28 _ 5—4. 
"Тогла у БОЕ 5 Ее] те: 


но фи и ав, а сеял. п 6&— В — безк.-малы; съ другой стороны, такъ 
какъ 5-0, то при достаточномь приближен у къ $, т.е. В къ нулю, 


будемь имЪть, что п 5--В--0, такъ что вся дробь ее будетъ безк.- 
мала; поэтому 
=) — а. №). Пред. х 
Пред. (=) = и т.е. 180. (ых 


Замфчаие 1. Зелн знаменатель идетъ къ нулю, ачисли- 
тель остается конечнымт, то ясно, что вся дробь растетъ 
безгранично; если ве я числитель, п знаменалель идутъ ыъ нулю, 


о 
то получается неопредфленность, обозначаемая символомъ -. (Что ка- 


савтся случая, когда числитель. идеть къ нулю, а знаменатель остается 
конечнымъ, то онъ не представляеть ничего иокдючительнаго и пре- 
дЪль всей лроби равенъ тогда нулю). 


Замфчаше 2. Теорема не примфнима, когда чнеличель или знаме- 
натель обращаются ВЪ ©>; при этомъ, вели безконечеяъ только числи- 
тель, то ясно, что то эне будеть и со всей дробью; если безконечень 
только знаменатель, то предъль дроби равенъ нулю; а если н чиели- 
тель, и знаменатель равны со, то получаемъ новый ВИДЪ неопредЪлен- 
ности, изображаемый символомъ ®. 


62. Телерь намъ слёдовало бы перейти къ предьламъ степенныхь 
и показательныхь функц! и; но предварительно надо установить понят! е 
о степени съ несоизы5 римымъ показателемъ, для чего въ 
свою очередь раньше докажемъ два евойства, степеней съ показателями 
соизмы $ римыми. 


Свойство 1. Если показатель х степени положителент, 
то сама степень, одновременно со своимъ оспован1емъ 
а, будетъ больше 1, равна 1 или меньлее 1. 


„Дьйствительно, пуеть сначала х — число цфлое, напр., х=и> 0; 
тогда, если а <, такь что а==1-26, гдф 5> 0, то 


а" и ИИ 


бо всЪ бинощальные козфищекты положительны; если @=1, то ясно 


- 1 
<ам0 собой, что а“ == 1" = 1; если, наконедь, а < 1, ло, полагая а = й 


ТДЬ уж с> 1. имфемь а” (=}" <, ибо с* >, какь ужб дока 
зано. 
2. 
1 

Пусть теперь х = р ТАБ и— пВлое; тогда, полагая. а” =, им. 
ем а=м. 
откуда заключаемъ, что, напр., при а> 1 непремфнно и 5> 1, тбо при 
< 1 пыли бы, что и "< 1, те. а=1. 


ка 1 }" 
, д 
Наконець, если #=%, то, написавъ, что @’ =а"= (= ‚ за- 
кючаемь на основав и двухъ первыхь случаевъ, что теорема такте 
вЪрна. 


СлЪдетв!е. Если а> 1, то 4 растеть вмФстВ съ м, пбо, 


имфемъ: 


наобороть, если а < 1, то а” убываетъь при увеличен1и =. 


Свойство 2. Вели я— цьлое положительное чисхо, то 


1 


Пред |3 ) =1. 


в 
Въ самомь дъл, кусть, напр, «> 1; тогда н а* > 1, такъ ч10 


можемъ положить 
1 


ай -=1- В, г 6 о: 
отсюда а= аби =а-1-ь--* и в. >, 
ибо веф слагаемыя въ травой части положительны; значить, 
Ия аня 0<Ь< и, 


1 


а потому Пред. (2) —=0, т.е. Пред. (а ") =1. 
я. 


®.. = 
Пусть телерь а< 1; тогда можемъ положить 


а=ь, тд№ ужё с>ь 


+ 1 1 В 
такъ что Пре, ( а” ) = Пред. [(2)*] = д =т=! 

1..2 2 2..0 пред, сп }т..ео 

Е 
Наконець, если а==1, 10 а". 1, 
1 
а сибд., и Пред. (== ) = 1. 
#... со 


63. Понят!е о степени съ несоизмфримымъ локд- 
зателемъ. Пусть х—чиспо несоизмримое; беря произвольно поло- 
жительное цзлов число и, мы можемъ найтн такое другое целое чнело 


т и 

т, чо хх булеть заключаться между и - во : 
р т-1 
ры 
в <, 


посл» чего можемъ вычислить (съ любой степенью точности 
и эл 
я иа *. Будемь затфыь миять я и, подыскивая каждый разъ 
т 
соотвётствующее ли, построимъ вов числа у вида а" ип вов чнела № 
т 
внда а"; тогда, если дяя опредвяенности дальвЪйшей рЪчн предпо- 
пожиль, наир., что @> 1, 10 всякое число у первой группы 
будетъ меньше всякаго числа №” второй, ибо 


а 


т! в! 
Ея о ь 


й и т 
а М =а ! ; и такъ кавъ иха-ио>а, 


—Щв 
ии йа 


1 / зы 
то ‚а ствд., на "ха" : 


сь другой стороны, беря два соотв тствевныхъ числа у н \, 


сть 
ая 1. 
м прет, (©) — пед (^^ | пед) Ш 
заеБемь, что Пред. (^;} — Пред. и = Прел.\а =: 
„` %...50 
а Н...со 
и такъ сами числа У пу — вонечны, 
то Пред. (\ -5] = 0. 
®...со 
т ша 
Такимъ образомъ числа вида а” и числа вида а " обра- 
рр: 


зуютъ дв такихь группы, что л10бое число нервой меяьше всякаго 
звела второй, а разность соотв тетвенныхь изъ нихь идеть нь 
нулю; общ1н предл ль этихъ чисель мы и примемъ за 


. = Е 
значен!е а’, при чемъ мы знаемъ (№ 54), что этоть предфлъ 
т 
заключается между чполами вида а” и числами вида 
и 
« * . Это посльднее замфчане показиваетъ, какь надо поступить 


= : х 
ва практикЪ, что бы найти приближенное значе а 


из 
прп т несоизыримомъ; если, напр., надо найти ы ‚ то, зауЪчая, что 


1УАЯ < ИЯ < 1,4143 в чо 8" 47987 и 


5 


м 4,1208, заклю- 


чаемь, что 3 4,728 съ точностью до 0,001. 


64. Для тото, чтобы введенное нами лоняые о степени съ несо- 
пемБримымъ показателемъь было хопустимо, кеобходнмо, чтобы ве 
свойства степени при этомъ сохранялись. Докажемъ, что это такъ и 
есть. 


1) Еслн а> 1, то а” растеть вмЪст% съ д. 


Виствнительно, пусть х,<х,; мы можемъ выбрать такое цЪфлое 
‚ ПУ. 5 р 
положительное чисшо и, 


1 
что в <я.—х,, 


а тогда сможемь подыскать и такое цфяое число м, что 


— 49 — 
т—1 ан ж 


киа <.” 
в я 


послф чего будемъ имфть, что 
т 


= © а: Е 
а за < а. те ба". 


Такь же убъдимея, что если а< то я” убываетъ, когда 
х растетъ. 
2) Пред. (с “) = ) если только а=0. ДФИотвптельно, еели 
о... 0 


1 
® идеть къ нулю, будучи чположительнымъ, 10 ` рабтеть до 
сэ; позжому, обозначая черезь п цфлую часть этого числа, 


будемъ иметь: 
1 


“> 


1 1 
п< «в-Ет п, сид, —> 
9% я 


лричемъ, во-первыхь, я растеть досо при приближен х къ нулю. а 
1 


во-вторыхь, а“ заключается между а" и а Н; а такъ какь 
И 1 
Пред. (а ") = 1н Пред. [@ иг) =ъ 
\ 


2..9 п...55 


тн Прел. (4^) ..0—1. 

3) Показатель произведен1я степеней одного и того 
же числа равенъ сумм показателей множителей. ДЖИ- 
ствительно, выбравъ цзлыя числа р, и, и я (изъ нихь и —моложи- 
тельное} такъ, чтобы было 

т 


ЕД 1 ий и 1 
за < ты и << ры ‚ 
9 т 9% и 


емь иметь (если, напр., а > 1), что 


2 


пн Е вы 


АЯ № — в. 
а. в <а ; 


или 
съ другой стороны 
ж ее в 


я 


пи ив 9 
я 


и, ел$д.. 


а такь какъ 


> Заз 
зАсла - же а’ аб на — опредфленныя постоянныя, то, зна- 


чить, они равны, т. в. 


Такъ-же докажемь, что 


Теперь вернемся къ теоремамъ о предфлахъ. 


65. Лемма. Пред. [ +27] 


‘..0 


Дъиствптельно если х есть пфлое положительное чиело-_вапр. 
т, то 


Прел, [4-- в)" | = Пред. {4 -- "| 
я ) 


3. а 
Е в(и-П в  — у. 
= Пред. {1+ аа} = 
ао 
а если х=— м, РАБ 2 цдое положительное, то 
1 
Пред. а | 5} Пред. { } = т =. 
*..0 0+)” 5-2 Пред. {+5 } р 


Предполагая теперь, что х— какое угодно, во только конечное, 
можемь заключить его между цёлыми числами — т и я, при чемъ 


тогда (1-- «)" будеть заключалься между (1 4-2)” а 4+2)" а 
такъ какъ оба эти числа имфють предфломъ. единяцу, 


тои Пред. [4-Е 


66. Теорема 8. Предъл'ь степени равенъ пред лу осно- 
ван{я, воввышенному вь степень, показатель коей есть 
предёль показателя. 


—5- 


Въ самомъ дЪлЪ, пусть Прел. х=а н Пред у-Ь, такь что 
х=а-а, у=0--В, ГЛ ии В — безк. малы; 
еб В (а-- 8-8 

я = Прех [ в ®] 


тогда Про. (= =) = Пред. ( 
== Пред. Е 177] прод [|= Прех. (+= =) *: Прод, [= |; 


=—=1 по лемм% 8-й, 


но пред. [@ + 5 ы “ 


а пред. [с +8] =1 на основави № 64-го; 
В..0 


<льл., Пред. (==) =ъ т. е. Пред. (+2) = = (Пред. де. 


Замфчане. Предъндущее доказательство требуетъ, 
чтобы лну не обращались въ со, & въ то же время, что 
бы пред. х+0. 

Если х растеть безгранично, а у всегда> 0, то и х? растеть 


безгранично, ибо тогда можелгь найтн такое похожилельное цфлое 
1 1 


Число зи, что всегда, >: и, ваВд., > я", а" растеть безгра- 
вично выЪотЬ съ х 
если х растетъ безгранично, а у всегда < 0, то 
Пред. (22) =, 
бо, полагая у==— 2, гдъ ужё воегда 2_> 0, имфемь: 


Пред. (=) Прел. (=*) Пред. (5 =#=9 


наконець, еслн х растеть безгранично, а у идетъ къ нулю, то долу- 
чавыь неопредфленность, символь коей есть со’. 

Далфе, если х всегда > 1, а у расхетъ до -- со, то и х7 растетъ 
безгранично, ибо, полагая х—1-[-2, ГЛ 2 >09, и обозначая черезь я 
пцфлую часть числа у, такъ что я<у <л--1, при чемъ и вме съу 
растеть безгранично, получаелгь: 


эра" =1-я-... > ве ==; 


если же х всегда > 1, ау убываеть до — оо, то, очевидно, 
пред. (7) =0. Наобороть, если х всегда <1, а у раслетъ до со, то 
пред. (7) =0; аеслих всегда < жеубываеть до — со, то х7 растетъ 
безгранично. Когда же х отремится къ 1, ау растеть до - со, либо 


— 5 — 


убываегь до —-о°, т0 получаемь неопредьленность 1°. (Веди х не 
пдетъь кь 1, а всегда равенъ 1, 10, очевилио, кихакой неопре- 
дЪненностп не будеть, пбо 1®= 1). 


Наконець, если х идеть нь 0, а у>>0, то Пред. (м7) ==9, ибо, 


положивь х , ПОЛУЧИМЪ, чтб 2 растетъ безгранично и, олЪх., 


д. 
з 


Пред. ( =) = Пред. [С } ] = Прах. (55) 


евли х ндеть къ пулю, а у<0, то х7 растеть безгранично, а если 
х пу оба пдутъ къ нулю, хо получихгь опять неопредфленность вида, 0%. 
(Вслн у не идет къ нулю, а веегда равенъ ему, то, конечно, 
илкакой неопредЪленностп не будетъ, а просто а^==1). 

67. Теорема. Всякое положительное число 8 при лью- 
бомъ положительномъ оспован1и а имЗеть логариемъ, 

Дайотвительно, предположуогь, напр. что а> 1: тогда а* при 
измфнеши х оть —с> до --с> все время растеть, мЪняясь оть 
до оз. Поэтому, взявъ по пропзволу ифиое и положительное 
число 2, веегда найлемь такое цёлое же чиело пр, что 


и р 1 


во а * у 


мФняя п и подбирая к: 


кдый разъ т, построимь группу чисель вида 
-_ 

т которыя обозначиыь черезъ у, п трупиу чисель вида “ 1, кото- 

рыя обозначимь черезь №. При этомъ всякое число у’ первой группы 

меньше казкдаго числа №” второй, лбо а" <6 <а№"', т.е. а" зами, 


а сльд.. им «М, въ то же время разпость соотвфтственныхь 


1 
чисель № и у, равная =, иметь предфломь нуль; значить, числа 
обфихъ группь имфють обифи предЪлъ — напр., с, при чемъ, каюъ 
извЪетно 


откуда слздуетъ, что и 


и такъ какъ 


и 
>6>4°, 


то, дфяя послфднюю строчку на предъидущую, получаемъ: 
, , 
1 | 


я 
з 


а". В 


аё 


1 [о 


2, потому пред. ( ") >а° > пред. ( , 
п. о 
й 
т. е. 1 >> 1 
Ё 
и, етьд., = мли В==, 
а 


таль что # есть логариемъ числа $ при основан и. 


68. Теорема 3. Предёлъ логарнема равенъ погарнему 
предфла. 
Дуъйствительно, пусть у=18.х, т. е. х=а», 


и въ то не время пред. х=ль г л=Ю м т, е. =, 


› 
4 арм. 
ам 


& слЪд., 


Такъ какъь величина разности (2—1), при измБнейи 2 отъ 
— <> до + со, мЬняется все время въ одномь направлеши оть —1 
до -[- <, обращаясь въ 0 пиль бри 2=0, то при 2 не безк.-маломъ 
эта разность тоже не безк.-мала, поэтому, если; у, при подведеши х 


къ ж, не имфеть предфломъ у, то а?’ —%—1 будеть нкоторымъ 
хонечны мъ числомъ с, такъ что а’ Ж№=1- с; 
= — 
н, олбд., Е 1-е, 
откуда = ем п х—фм= с 


& это противорфчить условю, что м =ифред. х. 


Зкачитъ, непремфино у идеть къ у, 
т. е. прел. 12 =) =юж=1е (пред. 2). 
Замфчаше. Если а>1, 10, какь изрфотно, 16 растетъь до Гео 


при возраста х до со и убываеть до — ©о при стремления л”а къ 
нулю; при а <1 будеть наоборотъ. 


69. Теорема 10. Пред. З1ша=б1щ Пред. 2; Пред, Соза= 
= Соз Пред. 2; Пред. $ =53 Пред. х; ит. д. 


Дайствительно, пусть пред. с=а, такь что и=е-р о, гдЪ «— 
безк.-мёло; тогда, 


Зта-Вщ(а--«)=Вшеа С03%-|- Сова Эша 
н 032 = (08 (#-|- ®) =С05а (03а — Эта Эта; 


хо извфетно, что Эта] < м, оля, Пред. [За 
1..0 


а Пред. (Се “) пех. (+ | тва) 


значить, Пред. Вта=Эта= 


Чи (Пред. 29) 
и Пред. 005 2= Соза==Соз (Пред. 22. 

Цосль этого, примЪфняя теорему о предЪлз дроби, доказемь 
справедливость остальныхь, написанныхь вылте, равенотвъ, зырая:ано- 


щихь доказываемую теорему; только при этомъ надо замМЪтТлТЬ, 
что {5% и Зеех обращаются въ +5, когда х подхо- 


дить въ (2к-- 1), а Сор и Созесх — когда х подходить к #к, 
гдз № — любое цёлое число. 


70. Теорема 11. Пред. Ахев{пх=Агов1а пред. т, 
Прел. Атесови=Атссоз пред. х, 
ит. д. 


Въ самомъ дВлф, пусть, напр., у= Атевх, т.е. 
того м =иред. х и = Ато д, Т.е. №=1 9; 


46, в кромь, 


прп достаточномь подведен х БЪ м, оба эти чиела будутъ одного 
знака, а слёд. Атеел и Атм, будуть лежать въ одной и той же 
четверти, такъ что ихъ разность у— и будетъ по абсолютной меньше 


1; поэтому 


яву 


и таюь кажь, полагая х=ж- о, пыфемь тр яж=тТ- а, РН м = 


1-я? 21, такъ что дробь 


С 
безк.-мало, т. е. у есть пред. (7), 

м 
или пред. (Агойо х) = Ато (пред. х). 
Посл этого имфемъ, напр., что 


57 = о 
пред. (емо я), пред. (Агов УЕ 


= Агоз м, = Атез т (пред. 


ГД 


Такъ же доказкемь проч1я равенства; исключеше составить лииль 
Атсс0: х при х, идущемъ къ нулю; именно, какъ извЪстно, 
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Пред. (Атосое =), = 5,2 Пред. (Атесое ®, 


выражен! е же Ако О не имЗетъ вовсе смысла, 


8 3. Неперово число е. 


оз 
чаютьъ его буквою е (пронзносится, какъ „5“). Докажемь сначала его 
существоваве, а потомъ выведемъ формулу для прибляженнаго его 
вычисленя. 


о. 
И. Непвровымъ числомъ наз. Пред. [@+5'].. ; обовна- 


Теорема 1. Схенень (2-1) пря безграничномь увехн- 


чен!н цблаго полонительнаго числа я стремитоя къ вЪкото- 
рому опред ленному предзлу. 


Раскрывая скобки по формулЪ бинома Ньютона, получаемъ: 


р пи, ео - гр 

(1+5) Вис (+ 1.2.8 (=) +... 
иги ит и ии (и)... 3. лун 
Е И (1 


\й 


Посибднее выражен!е покавываеть, что каждый чпенъ второй 
части, начиная съ м, растетъ вм Вст% съ », ибо при этом вычи- 
таемыя во множителяхь его ччолителя убывають; кромЪ того при этохгь 
растетъь и чиело чиеновъ (равное #-|-1); а ташь какъ вс они 


17 
положительны, то, значить, растеть н вся сумма, т. е. (1+ 2) 
растетъ вы В стф съ я. 
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Съ другой стороны, такъ какъ воЪ множители въ чиолителяхь 
члденовъ разложения (1) суть правнльлыя дроби, то, заменяя каждую 
изъ инхъ единицей, мы эту сумму увеличимъ, такт, что 


Л 1 1 
(еее Неив яя. 
-. 


замвняя теперь ва 2 кажлый дфлитель, превышающий 2, мы снова 
увеличимъ правую часть, такъ что тмъ болфе 


1 


о хеетеуЕН. Ра 


наконецъ, продолжая полученную такимь образомъ геометрическую 
прогресспо до со, мы опять увеличимъ правую часть и такимъ обра- 
зомъ окончательно находимь, что 


(заранее 


й 1 
Итакъ, отепень (5) растеть вмотЪ съ 9%, но не до оо; зНА- 
чать, она назв рное пмВетъ предфльъ; это и есть е. 


72. Теорема 2. Пред. [2+5] =е по какому бы закону и 
ня подходило хъ нулю. 

Дъйотвительно, предположимъ сначала, что я остается всегда 
положительным ъ; тогда дробь т растеть до <>, несли мы черезъ 
э» обозначим ея пЪлую часть, такъ что 


аккаь, 
то » будеть расти до со при прибянжени « кь нулю; ось другой 
стороны, такъ кавъ прн этомъ ЕН 

п 
1 1 =. 1 

ь ен) 

я-1 1 
и, слЬд., пре [1+ > Прод. | +}: > 

и... 9 ш...0 


> Пред. | #7 + ; 


о 
и 
| И 
Пред (1-- = 
_ п +) _ а. = й 
Пред (т) 
1 
а сльд., и шея (1-4) ==. 
ш.,.0 


Пусть теперь ® идеть въ нулю, будучи все время отрица- 
тельнымьъ; тогда, полагая «==— =, при чемъ уж х илеть къ нулю, 
будучи вое время положительнымь, находимъ: 


о и 


1 

— пред. — | = пред. (2) 
ЕЕ тел г 

1 >ь то положимъ = 


ро 


1-2; тогда, во-первыхьъ, 


но таль какь 


1— 
2 пдетъ къ нулю одновременно съ х, будучи все время положитель- 
1 2 
нымъ; а во-вторыхь, Е п, Сбдь ху ур 
5 ти 
‚ р 
а потому рол. |(1 | =) прах | =) В = 


- прыя [(+3) | *] а, 


73. Вычислять чноло е, пользуясь формулой бннома Ньютона, 
нельзя, потому чло мы при этомь подходили бы къ е все время съ 
меньшей стороны н, сльх., ке могли бы судить о величив® отклоненя 
вычноленнаго значешя — оть истинкаго; кромф того этотъ премъ 
быль бы чрезвычайно копотнымь. Что бы получить формулу для 
быстраго вычислешя е съ желаемой степенью точности, мы 
перейлемъ къ предфлу въ найленнохгь выше разложения (1) 


ужа ыы. ща. 0); 
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но только, такь какъ въ правой части число членовъ растеть до со 
вмЪотБ съ и, такъ что непосредственно теорему о предфав сумоты 
примБнить нельзя, то сначала напишехь ее такъ, что бы чиело ея 
слагаеныхь было конечяымь, для чего сумму вофхь членовъ, начиная 
съ (к--2)’го, обозвачимъ одной буквой ик; тосла получимь: 


ар Е ен ры... 8), 
ть . а =... чи. - (., 4. 
Пзъ равенства (8) пмЪемь, что 
=@ ыы и... и: 


и такъ какъ во члены правой части имБютъ предълы при *...оз, то, 
значить, ныфеть при этомъь предьль и само „у; обозначая его 


черезъ ®, л переходя въ равенствв (8) къ предфиу--при л==ео, получаем, 


1 
ИИ 
РТТ +2 7 1.9.8 


1160 изъ выраженя (2) видно, что пред. {", В] 
ное 


Остается ацить опредфлить граннцы между которыми заключается 
тавъ наз. поправочный членъ в’. Съ этой цфлью замфтимь, 


что такь кажь воф члены въ выражении (4) для в„, положительны и 
такъ кежь каждый изъ нихъ, а равно и иухъ число, растутъ, какъ 
выяснено выше, выЪстф съ и, то, значить, тёыь боле в; > 0. 


©ъ другой сторовы замфняя единицей воЪ равности, стоящя въ 
числителяхь членовъ выражен!я (4), получаемъ: 


ии 
+ 


1 й 1... 
“к ТЯ. зо ерриа гаи: 


замфна зд®еь дФлителей (#-- 2), (6-8), -..межьшимь чиоломь #--1 
снова увемичитъ правую часть, такъ что 


бы 118.3. 


и тёмь болфе 


т 
ЕТ т. 8 


а 
Резит.. 


или 
а сад. и пред. к, со Т6. 8, < 


Нтакь а 


значить, можемъ написать, что 


1 8 
1.28. К К. ©), 


тд 06 <1, т.е.8, правильная положительная дробь, 
при чемъ ея величнна зависить оть числа #. 


МмЪя выраженя (5) и (6), можемъ вычислить е съ любой точноетью; 
найдемъ, напр., семь первыхъ знаковь. Такъ какъ ошибка должна 


1 
быть при этомъ не больше тот, @ она получается оть неточности въ 


десятичныхь выражешяхь вофхъ членовъ суммы (5), начиная съ 4-го, 
п оть отбрасывая ,, то возмемь 1 такъ, чтобы пать 
11 1 1.1 1 
9.35 д ИИ ТЕБЕ Ее чб: 
т, е, (1.2.3...Ю Ех 2.10", 
зепосредотвенно нахолимь, что это будеть при # =10; принимая поэтому 
во внимаше первые 11 членовъ разложеня (5) и вычисляя каждый изъ 
нихь съ 8 десятичными внаками, получаем: 
1,000 0000 0 
1,000 0000 0 
0,500 0000 0 
0,166 6666 7 
0,041 6666 7 
0,005 3333 8 
9 
1 
0 
$ 
8 


Одо 3888 
0,000 1984 
0,000 0248 
0,000 0027 
0,000 002 


2,718 9818 1 
Золе точное значен!е е таково: 
2,71528 18284 59045 28566... 


— 6 


74. Теорема. Неперово чиело в несоизм% римо. 


ДЬНотвительно, допуетимь, что оно сопзмвримо-пменно: е=Ё, 


ТД р и миня, взанмыно-проестыя, числа, иричемъ 2 навзрно 
>? 


больше 1,16 е 3 


. Тогда, беря въ формупахь (5) п (6) = получим: 


Ь аа г ОИ 1 9. 
о ОВ ЕТ И Ви ия 


умножая 06% части этого равенства на 1.2.3...зи п перенося вез 
члены правой части, кром послфдвяго, въ лЬвую, получимъ: 


р (п—1)!—1.2,83...Ш—9.8.4. т 8.4. ИЕ... 


9 
Ши пифтф1=-;у 
Е 


лЪфвая часть этого равенства предетавляеть число цёлое иибо вуль, 
тогда какь въ правой имфемь правильную дробь п иавфрно ве 
вучь, ибо 6ш> 0; такое равенство невозможно, а слфд., и предполо- 
жене, что г— сонзмьримо, оптибочно. 

Пеаъ теоремы атой между прочамъ вытекаеть, что 0% ни при какомъ 
т не можеть равнятрся |, а, значить, всегда 0 <, <1. 


75. Логарифмы чисель, взятые при основан е, наз. натураль- 
ными или гиперболичесинын, а также Неперовыми и 060- 
значаются обыкновенно буквой Г, наи 1; а взятые при основащн, рав- 
номъ 10, изз. обыкновенными или Бригговыми, № и друме 
тБено связаны между собой; въ самомъ дл, пусть 


09 № = 


такъ что №=и. 
Логарифмируя это равенство при основами а, получаемъ: 


р, 


В г 
откуда 49, У= 5. ры 
С 


Такизкь образомь погарифыь чиела при новомъ осно- 
вак1и получается умиожещеыъь его логарифма при 


: 1 
старом осиован1и на постоянный множитель др РАВ 
а 
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ный единиц, дЪлениой на логарифмъ новаго основа- 
ня въ старой систем: этоть множитель наз. модулемь новой 
системы логарифмовъ относительно старой. Модуль по 
отношению жъ неперовымъ логарифмамь наз. абсонютныме; абео- 
лютный модуль обыкновенныхь логарифмовь обозначается часто буквой 
1 5 

М; окъ равеиь но = Тоби 2,7182818...=0,484 2945. 

Беперовы логарифмы обладаютъ между прочимъ тмь свойством, 


это Пред. 6+ “= , 


1. 
сы = Нрел. в [ 49) = | 


1 


+ 
= 1 Пред. [2+5], 


Это свойство весьма выгодно въ аналитическихь изелфдовашяхь, 
что и побудино Непера—перваго, напавтаго па идею о логарифмахь— 
вычислить его таблиду логарнфмовъ именно при основан{и в, не смотря 
на несоизыфримость этого чиела. 


бо Пред. 


=....0 


$ 4. Непрерывныя дроби. 


76. Опредфлеше. Аривметической непрерывной дробью каз. выра- 
жен!е вида 


вЪ которомъ такъ наз. частные знаменатели 4;, 9: 4з, 4... СУТЬ 
ц%хыя, положительныя числа; если число этихъ знаменате- 
лей конечно, то и дробь наз. конечной, въ противномъ же случаЪ— 
безконечною. 


77. Конечкая непрерывная дробь можеть быть обра- 
шена въ обыкновенную рац1ональную дробь — для этого 
надо лить совершить послдовательно вов указанныя дъйстыя, начи- 
ная оъ послфдняго; канр., 


й 28 
4 т А 69 89° 


Обратно, всякая ращюнальная дробь можеть быть преврацена, въ 
непрерывную; напр., 


при этомь ясно, что получаемая непрерывная лробь будеть 
конечною, нбо послёловательные остатки, постепенно убывая по 
меньшей мфрф на единицу, должны рано или поздно уменьшиться 
до 1. 


78. Опредьлеме. Если кепрерывную дробь оборвемъ на 
частномъ знаменател® 4, п полученную дробь 


Ри 
обратимъ въ обыкновенную дробь ‹., то послфдняя наз. 
й 


п’ою подходящей дробью. 


79. Занонъ составлешя подходящихъ дробей: числитель ой 
подходящей дроби равенъ произведен!ю числителя 
прелъидущей дроби на соотв тотвенный часткый зна- 
менатель, сложенному съ числителемь иредъ-предъ- 
пдущей дроби; такъ же образуется п знаменатель, т. е. 


Рин Ри 1 а -Р Ри 0, = и 14-ГО, 5... (1). 
Дьйотвительно, во-первыхь, непосредственно находимъ, что 


Тбие-ь 
в ' 


и такъ какъ 


. № 1 
т. г. й получается изъ Г замфною 4; на 4 -- ах слзл.. 
3 2 ” в о 
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1 
9 —}--1 
ре) поить _ вое ка Вер, 
р ца ва. +1 4: 8-1 9 % 5 
15 Г 


®, 


т. е. указанный законъ справедливъ для третьей подходящей лроби; 
поэтому остается лишь показать, что если онъ вЪренъ для яой дроби 
то будетъь вБренъ и дая (и--1)'0Н. 


Допустимь же, что равенства (1) существують, 


Р, —1* 
такъ что Ро 19 
би бор 
Ри 1 
такъ какъ = ---— 
ыы в 
+ 
В 
Фи 
Ри 1 от 
и нет 1 
рии и 
“Ты. 
Ри! В, т 
т. е. -.--— получа изъ —^ за 0] на, —— -, 10, сл№д., 
Фет учается изъ ря замъною ди “Ру 11 , д. 


Ри--1 Р, (« 11 
Пи Ри ба пи и Ра Ра —1-Р,—2 № 
_ ШЕЕ 2 94 
Фит %, и бит 9 ви --1 Ри ЕН и—8 
и бе 
— (бита Ра 8) чих Риби ЕР —1 
(бит ие —П Ыб ба Еф 


Сльдстме. Если непрерывная дробь безконечна, то 
РР, н 9, растутъ безгранично вмфстЪ съ я, 


Примбръ. Найти величину дроби: 
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Вычиоленя располагаезмь въ слёдующемъ поряд: 


д: 3 7 
ирн чемъ дзЪ первыхъ дроби ТЯ = вычиюляемь нелосрелотвенно, а 
остальныя—по излозненному закону. 


80. Теорема 1. Разность между двумя смежными нпод- 
ходящными дробями равна +1, дъленной на произведе- 
н1е ихЪ зкаменалелей. 


ДЪиствительно, имфемь 


Ри Рь __ Ра-ет Фа — Ри Фи. 


Фар 4 бб 


во Ри 9,—Рь @,-41= (В, Ч --1- ГР — 1) 9-Е 
= 2, (6, ыы: 9, = Рь бы Рь-1 ФР, @, в 1-Е 
—Р 9, -1=Р,.-, В а, 

т.е. Ри--1 9. --Рь Ч 1==— (Рь Ч -1— Ра 4); 

точно такъ жеР, 9, —,—Р.ь 9, =— (Ри: Ч 2—2 9,1), 
а стл. Ри: 8, —Р, бь41= (С 1 (Рь-ь @ 2+ 

—Р 20,1}; пт. д; 
навовець Р,..: 9 —Р, 9. _1= (18-1 (Р, 9—Р, @)= 
И [Отв 1 

зи Ра: 0 —Р, (== (1+1...) 
р, ВР» — 1-1 
©: & бб: 


Сльдетв@ 1. Разность двухъ смежныхъ подходящихь 
дробей идетъ къ нулю при увеличен\и ихъ помера до оо. 
бльдетые 2. Всякая подходящая дробь четнаго по- 
рядка больше слфдующей за ней дроби нечетнаго но- 


а потому 
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Рядка, пбо если я — четное, то и--1 — нечетное и, значитъ, на оено- 
ванйт (2): 
РР Ры: „Рь 
> <0, т.е. ры 
Ч Ч 


81. Теорема й. Подходящ1я дроби несократимн. 
Въ самомъ ДЬлЬ, если бы, напр., Р, и @, дЬлились на какое 
либо чнело а, то изъ равенства 


Рин Ч, — Рь @, 1 = (Пет 
слЬловало бы, что и 1 длится иа а, что невозможно, 


82. Теорема №. Подходящ!я дроби нечетныхъ поряд- 
ковъ постепенно растутъ, а четныхъ— убываютъ. 


Дуйотвительно, 


2,42 __Рь _ Рь за у» В, 


Че 6 а о 
(Ритчи 2-Е} 9 Фи - “Чи -т-- я) Рь 
би ° в 
—_ (Ри в — Фин Ры) чи--8 
Ча-3* 
нли, на освоваем (2): 
Ри? _ Ри. 1 вт 42 
Че?” бы Ч ви 


Риз _ Ри Ри? Ра 
НБ, ЧТ и > 0, т. е. н ®— нечетномь 
д, Чо 9, 42” 9, ПР 
Р Ри Риз 
1 — я- < 0, т. в. < С и и — четномь. 
' Чиа < Чы--2 `` бы р 


83 Теорема №. Веякая подходящая дробь нечетнаго 
2-1 
— „ -— “меньше любой подходящей дроби 
порядка — Напр. „т дходящей др 
Ра 


четнаго порядка напр. меньше дроби с. 


— 66 — 


Двиотвительно, если р < и, то но предъидущей теорем имемъ, что 


|-1 За 


а въ свою очередь (№ 80} 


Рэп 1 Ри 
саЪд., и та < бы 


Если не, наобороть, же > и, то 


Раь--1 _. Рав Рэт _. Рэя 
Фит т т т 95 


Рав 1 Р: 
бт: 62 


откуда опять 


84. Теорема У. Всякая безконечная непрерывная дробь 
выражаеть нфкоторое опредЪденное иррал!ональное 
число. 

Въ самомъ лЬлф мы вашли, что: 1) всякая подходящая дробь 
нечетнаго порядка меныце любой дроби четнаго порядка; и 2) раз- 
иость соотвфтетвенныхь (—осмежныхь) дробен идетъ постепенно къ 
нулю. Слёд., (№ 54) тБ и друшя дроби ихыють общий предль л; его 
тои принимаютъ за величину разсматривиемой безко- 
нечной непрерывной дроби, при чем, какь мы знаемь (№ 54), 
х больше всякой подходящей дроби нечетнаго порядка 
и меньше любой дроби четнаго порядка. 

Кром того изъ № 77 слдуеть, что х-—-число иррац!о- 
ЕАЛЬНОЕ. 


85. Теорема \!. Подходящая дробь тфмъ ближе къ не- 
прерывной, чфмъея нумеръ выше. 


1 
Пусть и=,-- й 
Фи. 


полагая 


можемъ написать, что 


а такъ какъ 


Ри 
то, значить, х получается изъ р замфною Чар: На 1 +в. 
» 


Рь 1 Ра —1-аРа _ 


Рь (а: ОН Ри —1) . Ра 
1790, = 


такъ что х 
Чи (1-8, 1) 
— Реза те Ра 
>, а, 


Поэтому 
Ра (@® 1790) — Фи (Рена 
бя (би а-я) — > 
И .....@ 
р (Чая) ^ ...@) 


Ри Ра РФР 
9 т би 


Рау @а-— Вь бы 
27 ба (119) 


я Ры--1 р Ра--1 _ Ре ЕЯ Р» __ 
941 быть аа 
Рае (о 1-9 ©) — @и-- 1 (Ра |-1-9 Р») 9 (Ра 1 — РФ 1) 
9-1 (Ч: 1 1) Фет (би --1-9 в) ^ 
— 1-10" 


а, аа 


1 


и такъ какь 9, ,> 9, а чиоло а —— правильная дробь, то, отд, 


$6. Теорема У. Бели п’ую подходящую дробь примемъ 
за ирирерывную, то дЪлаемая при этомъ ошибка 5» пд 
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абсолютной величин будетъ меньше + дЪиенной на 
произведенйя знаменателя этой дроби—ва сумму его и 
предлъидущаго знаменателя; 
5 1 
еее @. 
"70 @ 


Дьйствительно, мы нашли, что 


о 
“бр `` 
т.е Рь 0 


ФО 


отсюда, прииявъ во вниманще, что 420 и 4,1: мы н получиемъ 
зеравенетво (4). 


Задача. Обратить /11 въ непрерывную дробь. 
Такъ вакь ГЫ больше 3, но меньше 4, то можемь написать, 


что ИНЕЗ -- 1, тир в 
- ий ии 
отеюда в Г — 3, = 1 ХИ ти 
х Уз п-9 ' 


т. е. х больше 3, но меньше 4; поэтому опять пнтиемь, что 


откуда 


н-9 


нтд; 


значить, 


поэтому 


ип 1 и 
беря, напр., И = сдфдаезь ошибку <э 0-Е) — 25, ТАЖЬ что 
Уп -=8,3167. 


87. Опредлене. Безконечная непрерывная дробь наз. 
пергодической, если ея частные знаменателя, начиная съ нЪ- 
вотораго, повторяются въ одномъ и томъ же порядЕъ; если 
пер1одъ иачинается съ перваго же частнаго знамена- 
теля, то дробь наз. чистой пер!одической, въ противномь 
же случа — смБшанной. 

Теорема. Всякая пер!одическая непрерывная дробь 
выражает положительный корень н% котораго квадратнаго 
ур-н!я. 

1-й случай. Пусть имЗемъ чистую леродическую дробь: 


е- 
< %+. 
. 4 - 1 
В 
а 
а "+ + 


Ра 
то, елфд., х получается изъ а. я замфною 4-1 на м, т, е. 
—- 


х Ри: —1 
По бя 
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откуда ВР, 1 


м, сиьд., х удовяетворяеть хвадратному урн 
ЧР (Ч.—,— В) х— Ри. 1=0. 


2-й случай. Имфемь су шанную перодическую непрерывную 
дробь: 


тогда, полагая 


1 

— } 

Уи т 1 
Ч-ьо | - 


р 
из... `. 


Чиа т 
Чиа. 


имфемъ, во-первыхь, что у удовлетворяеть нЪкоторому уравневнно 
ав --е=0, 


= во-вторых 


что 


- : 
чи 
_ Ра з+-Ри—1 
п, о. 2 бит’ 
откуда Чи му би-17 = Ри у-Е Ри —1 
наи (9 х— Ри) =Ри-1— би: 


__ Рана я 
= 9 я—Рт 


и, значить, 


Ши — 
тавь что х должно удовлетворять ур—ио 


Ри —1`- и —т ы Рьр—1— в -тх 
а { — - с==0 
бы) НО ыы 


нли 


вби бис 9) в (20 Рыба @в фа 


—5 2,1 %-—6Р, Че Р, 9») х- 
о Рыбы: Ры-е Р,) =0. 


88. Ва частномъь приш®рз въ № 86-мъ мы видьли, что корень 
квадратный изъ ращональнаго числа обращается въ перодическую 
непрерывную дробь; можно доказать, что такъ будетъ вообще; хо такь 
какъ доказательство сложно, то мы его опустимъ. 


89. Непрерывныя дроби примвняются въ тфхь случаяхь, когда 
цадо вычиелить приближенно какую либо величину. Для практики 
укажемъ одно изъ такихъ примфнен!и. 


Примфрь Найти 19 2. 


Такь какь 10-1 <, 8 101109, 10 би 8=, 
, 


ть => 1; при этомь 107 —2, откуда 2” 


п такь какь 23=8<10, а #==16 >> 10, то, значить, 


1 
=, ДВУр И 
р 
МЕ 
з 


И 
елфд., 10=2 252.27 =8.9>, 


откуда = › & потому 2=(5): 


625 


1 
тавъ какъ ( 56.2, 10 у=8-- 


н, значить, 


откуда 


К: т 
3 ч ==9-- 1. 
) >’ ТакЪ ЧТО 9; 


128/55 
въ свою очередь 5) <та ( 
итд... 

1 
Значить, р — 
3 


; 28 
откуда приближенное значен!е 19, 2 будетъ равно у. при чемъ ошибка 


1 
И ре 2— 
менрше ото Такъ что 9 2==0,3010.... 


т 
98 (5-10) = 


ГЛАВА 1. 
Безконечно—малыя величины. 


90. Различныя, входяця въ вопросъ, безк.—малыя, какъ н ве 
перемённыя вообще, могуть быть либо незавнеимыми пругЪ отъ друга, 
лнбо зависящими; въ первомъ случаЪ, конечно, изть никакой связи 
между быстротой ихь убывал!я, во второмъ же такая связь суще- 
ствуеть-напр., и° идеть къ нулю вмЪстВ съ о, но гораздо быстрье, 
хакъ это видно изъ слЪдующей таблицы: 


(1.1. 1. и . 
45, 100 , 
1 1.1 1 


8; 1023} 8125° 100000з 10000000000’ '°° 


Такъ какь при пользованйт безк.-малыми важнфе всего именно 
быстрота ихъ стремленя къ вулю. то ихь дёлять по степени этой 
быстроты на „порядки“. 

Опредфлене 1. Порядкомъ одночлена 4”, въ когоромъ 
А — конечное число, не равное нулю, наз, показатель его 
изм реи!я; очевидно, что при этомь, чё мъ порядокъ безк.- 
малой выше, тфмъ она убы ваетъ быстрфе, 

Чтобы распространить ноняте о порядёВ и на безк.-малыя 
боле сложнаго вида, установимъ еще слЪдующее 

Опредьлене 2. Безк-малыя Ви т имЪютъ одинаковый 
порядокъ малости, если ихъ отношен!е есть число н0- 
нечное, т. е. не растетъ безграничко и не безн,-мало. 

Слъдствге 1. Если предёль отношен1я двухъ безк.-малыхь 
не равень нулю, то ихь порядки одинаковы, ибо изъ равен- 
ства, Пред. (7) =+0 
одфдуеть, что т=4+ $, ТАЪ + — безк-мало; а, значить, само отноте- 


ще 1 есть число конечное. 
Е 
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Слёдстве 2. Если отношен{е безк. малой В кт 2” есть 
число конечное, то порядокъ В относительно я равенъ я. 


Слъдетне 3. Если предъль отношен1я в ие равенъ нулю, 
Е 


то порядакъ В относительно « равекъ п. 

Такъ какъ оказывастся, что не у всякой безк.-малой по- 
рядокъ можно выразить опредфленнымь чнсломъ, то 
введемъ еше 

Опредёлене 3. Если отношене Г само безк. мало, то порядокъ т 
выше порядка В, ибо, значить, у убываеть быютрфе, чфыь В. 


Сльдотве. Если отвотене 5 <о, то порядовъ т ниже по- 


рядка В, ибо тогда, очевидно, # —безк. малой, такъ что порядокъ В 
ввипе порядка у. 
91. Теорема. Без к.- малая величина ке можеть ныбть 


ЕЪоколькихь ворядковъ по отношенЕю въ одной и той же 
„основной“ безк.-малол а. 


Дъиетвительно, пусть В — п’го порядка, т. е. 


ай 


при чемь В — чело конечное; 


и 
8. — Ва 


тогда == , 
а 


тах что при и получимъ: 


- = безк.-малой, 
=" 


а прив > п будемъ пыфть, что 


значить, никакое другое чпело, кромЪ », не можеть выразить порядка 
В относительно я. 


92. Теорема. Безк.малая нулеваго порядка есть ве- 


личина конечная, такъ какъ если р: то В-=В, нбо ==1. 


Обратно, всякое конечное число В можно трактовать, 
хакъ безк-малую нулеваго порядка, пбо волЪдотые равенства, 


®=1, будемъ им ть, что к. 


— В ==чиелу конечному. 


— 75 — 


93. Теорема. Безк.-малая отрицательнаго порядка 
иредставляетьъ величику безк.-большую, такъ кажь если 


ЕВ, т. е. а*В-Б, то, значить, В==со, 
а 


ибо иначе а В было бы величиной безк.-малой, 

На этомъ основани н безк.-большИя величины дфлять на порядки, 
устанавливая олЪдующее 

Опредфлее 4. Порядокъ безконечностн 8 равенъ эм, 
когда произведен! е а. в есть число нонечное. 


94. Опредфленше 5. Эквивалентными безк.-малымн наз. так1я, 
предёль отношен!я конхъ равень 1. 


Слёдстые 1. Эквивалентиныя безк.-малыя имъютъ оди- 
наковый порядокъ. 

Слъдств! 2. Разность двухъ эквивалентныхьъ безк. - ма- 
лыхьъ пыфеть выешй порядокъ, чВыъ каждая изъ Енхъ, 


ибо изъ равенства: =, 
получаем: у==В-- В и, слд., т В=Ве, 
а потому И в -= бевк.-малой. 


Теорема обратная. Если порядокъ разностн двухъ безк. 
малыхь выше порядка какой-либо изъ нихъ, то би эк- 


в 
то Пе ипи ТЕ 1-е 


и, слфд. Пред. (-) =1. 


95. Опредьлене 6. Главнымъ значвшемь безк.-малой наз. эк- 


зивалентны, ибо, если, напр., Ра —безк. малой, 


вивалентный ей одночленъ вида Вог, тлв В-чиело ро- 
стояиное. Очевидно, что если —яго поряджаотносительно 


8 
х, при чемъ Пред. ()=в, 
то Ва" и есть главное значен]е В, ибо тогда 


Пред. (= =. 


Тахимь образомь, чтобы найти главное значен!е безк.- 
малой В, надо сначала опредълить ея порядокъ я, а 


затфыъ найти Пред. (8). 


о 
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Примфръ 1. З1л безк.-малой дуги, 
В выращенной въ раданахь, эквивалентен 

самой дуг%. 

Предположимъ сначала, что @ 

0 положительно. 

Тогла АВ<-АОВ, т. ©. 2 Зта< а 

лы Это < &; 

съ другой стороны 
Черт. 10. площедь сектора СОВ < площади д С0р, 


5. или @ < ва, 


значить, 


а сльл. 1< Пред, 


Воли х отрицательно, то, полонинвь и== —В, гдз уже В— 
положительно, получимь на основа перваго случая, что 


Пред. (= ы = Пред. (ыы) д Прел. Ея), = 


Слъдотие. Безк-малая дуга выраженная въ рад!- 
анахъ, эквивалентна своему тангенсу, нбо 


(=) 


Прим. 2. НеперовЪ логарифыъ двучлена (1-2) при — 
безк.-маломъ эквивалентенъ самому а, ибо имемъ, что 


. - 3 
Прел. [ее] = Пред. [в + <) "| = 


=...0 }.... 


Пред. (=) = Бред. =). .= Пре 


@..0 


о. Пред.(Сов “). =1. 


&. .0 


+ 
т лох [о == нь. 


_ п - 


96. Докажемъ теперь нФеколько теоремъ о порядкахъ. 


Теврема 1. Порялокуъ арифметичесной суммы равекъ меньъ- 
шему изъ порядковь слагаемыхъ, 


ДЪйствительно, пусть порядки В и у суть жи и ®, 


Вн- = 
в 
“ 


такь что 


тогда 


а слвд., вели яж < н, то 


если зе +=, то 


-1 есть число конечное. 


з 
т. в, въ обоихь случаяхь 
а 


Теорема И. Порядокъ арифметической разности незн- 
вивалентныхъь безк.-малыхъь равенъ меньшему изъ порялд- 
ковъ ея членовъ. 

Доказательства одинаково съ прецъидущимъ, надо лишь арн 
т=ян заыЪтить дополнительно, что В— С не безк.-мело, такъ какъ, 


1 и, елд., пред. (=, а&эте про- 


.В` 
пначе имфли бы, что прел. [к 
тиворзчить уеловио. 


Тобрема Ш. Порядокъ пронзведен1я равенъ сумм по- 
рядковЪ множителей, ибо 


т. е. числу конечному. 


Теорема У. Порядокъ частнаго равенъ разности по- 
рядковъ дЪлимаго и дЪлителя, ибо 


ву = в: х — в — числу конечному, 
пы = ЗреНр = с =чиелу у. 
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Теорема У. Порядокъ стенени равенъ произведен! ю ея 
показателя на порядокъ ея оспован1 я, 


- Е 
ибо - \=8 = числу конечному. 


97. Закончимъ эту главу двумя осневными теоремами о замъиь 
безя.-малыхъ энвивалентными имъ. 


Теорема 1. Предфлъ отяотев1я двухъ безк. -малыхь не изм *- 
иптоя отъ замЪ ны веего числителя пилы всего знаменате- 
я величинами эквиваленткыми, 


Пусть В нов, В, п <, эквивалентны, такъ что 


ан Пред, (2) = 


&- 


тогда 


а слбд., 


п, значить, Пред. (1 


88. Теорема И. Предфль суммы безк.-маныхъ слагаемыхьъ, 
число ноихъ безгранично растетъ пры приближен{и веъхъ ихь 
къ нулю, не изм нится отъ замЪны ихъф величинами эк- 
внвалентны мн, если только сумма ихъ абсолютныхъ величинъ всегда 


нонечна. 
Пусть а... 9%, 


причемъ п растетъ до со, когда в0%ф х пдуть кь нулю; пусть еще 


Я, 
8„ эквивалентно я, такъ что Пред. (= :) =1 


р 
тогда, = = 1 - в», откуда В == а, ани, 


ТДЁ =, плеть кь нулю выВстЪ съ 4; 
ро ов = (о и, в) о: Но в)... Е и а ви) = 
= ра р... Ри) ыы Ра, ). 


Положимъ теперь ви == |, | + |]... +|%,| и обозначимь 


поэтому 
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черезь а наибольшую изъ абсолютныхъ величиньъ чисеть 
21, 6... би; ЯСНО, ЧТО в идетъ къ нулю, когда воф а идуть къ 
нулю; при этом 


вре -аь ви бы |< |5 


НТ 


ыы «И “| 


а слЪд., можемь положить о, в, -- © в, -! 
ть —15 0 Е 

Поэтому В -- В --.-. ЕВ, = %-.. и + 8 че 
и, слёд,. Пред. (В, - В--... В» } = Пред. {м %-...-Н 9 }, 


пбо Пред. (90, =, ) =0, такъ какъ 9 я с, — конечны, а в — безк.. 
мало. 


НН =, = 05, = 


Замфчаше. Въ этой теорем существенно то, что число зам - 
няемыхь спагаемыхь безконечно; если же замфнныь ко- 
нечное ихь чиело, и при том даже не эквивалентными, а 
какными угодно безк. -малыми, либо даже ‘вовсе ихъ выбросимъ, 
то можемъ и безъ особой теоремы быть увЪрены, что предЪ лъ суммы 
оть этого не памЪнится, ибо сумма конечваго числа безк.-малыхь 
ныфеть предвяломъ нуль. 


ГЛАВА \. 


Непрерывноеть функщи. 


99. Разность двухъ посл довательныхь значе: 
перем инаго числа наз. его приращешемъ и обозначается снм- 
золомь Л; тан, если, напр., одно значеше х а равна 2, а какое либо. 
сяфлующее равно 2,68, то Алх-==0,68. 


Опредълене 1. Функшзя / нроколькихь аргументовь 
х 4, :,..., опредфленная около системы лу ль, 2,.. ИхЪ 
частныхь значен: 1, наз. непрерывной около эт^й спетемы, 
если приращен1е ея, вызываемое безв.-мальии прираце- 
в1ями этнхъ значен!{ И, само безн.-мало. т. е. 
если Роу К ю-ЕЬ...) РОУ...) 
идетъ къ нулю одновременно съ В, К, 


Напр., ири м? цёломь п положительномъ, имъезжь: 


[дв -- 


ив — в 
тя 1, и д "№... „+ 


ий >” а ] , 


АЕ — дут = 


такь что эта разность безк-мала, когда # безк.-мало; а такъ нажъ. 
сумма конечнаго числа безк.-малыхь сама безк.-мала, то, значить, 
всяк!й цълый многочленъ есть фупкц!я, непрерывная 
при веъхь конечныхъ значен!яхъ аргумента, 

Замбчане. Коли х, ваходится внутри того участка, на которомъ 
опредлена функщя, то, конечно, Ах, (или Я) можно брать и >о.н 
< 0; если же м, есть верхняя граница этого участка, то, очевидно, 
можно брать только < 0; а кола м есть нижняя граница названнаго 
участка, то № можеть быть тоько <0. 

Опредлене 2. Если функц я, опредзленная для нЪкото- 
рой области аргументов х, у, 2, пепрерызвна оноло вся- 
кой скотемы значен{!Н аргументов, принадлежащих т. 
названной области, то она казывается непрерывной во 
всей этой области. Налр., всяын цзлый мнохочлень непрерывень на, 
участкВ (—со,-|- 5). 
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100. Геометрическое истолковане непрерывности функщй одного 
аргумента. Положиюеь, что пмфемь нзкоторую функцию Г (=), опредь- 
ленную и непрерывную на участь (а, 4): возьмемь въ плоскости 
двЪ координатвыхь оси ОХ п 
ОУ (черт. 11) и построимь веб 
точки, ординаты коихъ опре- 
дфляются ур-емь: 


у=Ё(). 


еле мы застаримъ нзко- 
торую прямую Г, параллель- 
ную 06и ОУ, перемщаться, 
не изуЬняя ел направаевя, то 
она при каждозгь овоемъ по- 
ложеши вотрЪтить хоть одну изъ помянутыхь точек, ибо каждому 
значенио л’е ка учаетк» (а,4} отвЪчаеть хоть одно значен!е у’а; въ 
то ке время, беря дв какихь-иибо изъ этлхъ точекъ — напр., М (1,9) 
и М, (| Ал у-- АУ) будемь имЪть, что 


Черт. 11. 


откуда видимъ, что можемъ уменьшить 1/ №, вакь угодно при помощи 
уменьшейя Ал, 1бо Ау, велфдетые цепрерывности { (х), одновре- 
менно съ Л х идеть къ нулю; язь этихь двухь обстоятельствъ выво- 
димъ, что построенныя нами точки обравують сплошную лин1ю С. 

Няобороть, если имфемъ сплошную лин!ю С, то, во-первыхь, пря- 
мая ть при вышеуказанномъ ея перемфщенит, во всякомъ евоемъ поло- 
женш вотрьтить кривую С хоть въ одной точиф, а слЪд.; всякому 
значен!ю л’а отвчаеть нЪъоторое значен!е у’а, т. е. у есть функщя 
д’, опредвленная па всемъ протяжен!и н%котораго 
участка (4,4); а во-вторыхь, беря двЪ точки —напр., № (ху) и 
м, «Ах, АУ) на лаши С, мы изъ А МММ пыбемь: 


УМ, _ З8 МЫДУ 
У — За МАУ 


Ду зто 
Ак бе’ 


пли 


откуда лу= =. Ам, 

а слёд.. Ау одновременно съ д, х пойдеть къ нулю, если только 

Пред. [ба (@ —2)] =0, т. е. Пред. (9) 0. Тажь кажь предфть в%- 

кущей ММ, наз. касательною къ кривой С въ точкЪ М, при чемъ 

пред. () есть уголь этой касательной съ осью ОХ, то изъ сказаннаго 

заключаемъ, что ордлната непрерывной лин? и есть непрерывная-же 
8 


— в 


фузкцЕя абециесы, кромЪ, быть мошетъ, точекъ, въ Боихъ 
касательная параллельна оси ординатъ 

101. Теорема Коши. Если функц я Г (=) непрерывиа п, 
© 1., опред лена на всемъ участи (а, 4), ана краяхъ 
его иметь разные знаки, тоова цепрем нно обращается 
въ нуль хоть при одномъ значен!и л’а, промежуточномъ 
между ал 1. 

Дютвихельно, допустимь сначала, что на участк» (а, 4) эта 
функц{я все время растетъ п чю, сиЪд., { (а) < 0, { (4) > 0. 

Тогда при нЪкоторомъ промежуточномь значенш — напр., м — 
она превратится изъ отрицательной въ полозвительную, такъ что 


Ею ОЗЕРО. ....... (1, 


хогла № > 0. Такь какь эта функши опредфяена на всемь участкЪ 
{«,4). то {(л) есть опредфленное, постоянное чнело, при 
чемъ но нашему предположению еще имемъ: 


Ро > Г > Ри... ея 
вычитая неравенство (1) изъ (2), получимъ: 
Ри — Рф № Рая > Рыб 
ин >> дБ ед рЮ РИ 
а отсюда, принимая во внимаже, что /(х} — непрерывна п, слВд., ® 
можно уменьшить, какъ угодно, тогда кань {(л.) — постоянно, 3а- 
кльчвемь, что (и) =0- 
Подобнымъ же образомъ докажемтъ эту теорему въ случа, когда 
7%) на участка (а 4) все время убываетъ, такь что, между 
прочимъ: 7@а>0, КА <9. 


Наколець, если /(х) на участк\ (а, А) то растетьъ, то 
убываетъ, то, очевидно, теорема будетъ тоже вЪфрна, но только { (45) 
обратитея на ЭТОМЪ узасткЪ въ нуль столько разъ, сколько разъ ока 
перемфнить свой звакъ. 

Теометричесви эта теорема весьма наглядно поясняется ка 
черт. 13. 


102. Сль детве. Если /(л) непрерывка на всемт участк% 
(а, А), то отъ одного 6воего значея!я къ другому—напр., отъ 
7@) къ РСА) ска переходитъ, проходя черезтъ всЪ величины, 
променуточныя между ними [(т. е. между /(а) п /(4)]. Подобное из- 
мзнеше часто наз. тенучимъ. 
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Дфйетвительно, взявъ пропз- 
вольное чиело № между [ (2) 
ий 4), раземотримь новую функ- 
щю 2), 
очевилно, что ова тоже ие- 
прерывна на всем участкъ 
{@, д) п что ф (а) и $(4) им$- 
ють разные знаки, 160 


$ (а) = (а) -- М, 
= м; 


поэтому хоть при одномъ, про- 


межуточномь между я и 4, Черт. 12. 
экаченн ^. аргумента будемъ имЬтТЬ 2 (х,) =0 
плн Им —Х=0, те (д. 


103. бпредълене 3. Если разность /(ж-2 Я) —/{ж) не идетъ 
къ нулю при уменьменти # ло вуля, то говорят, что {(2} 
при х= 4% претерйфваеть разрывъ. Прельль [1 (-- №) — У (м), о наз 
величниой разрыва, 


при чемь послда! можеть я 
быть конечнымъ ип без- . 
2. а! 
конечнымъ. КромЪ того =; 
различають разрывъ впра- 1, й 
в0—прнё > би разрывъ Хх ы ра 
вяфво—прн # < 0. {-Е 
Напр., функщя / (=), опре- 
дВленвная усломями (черт. я’ 
11), что #(@-=0 
у Черт. 18. 
ир(<)  Агссо 8 х при вобхъ прочихь 
ах иметь, очевндно, вправо 
оть х==0 раврывь, равный 2, а 
влво — равный ( — 
Г 
т Х пред юм т, 
а Пред. [Атоса (|. „=-—5; 
у 1 
Черт функция же (черт. 12) 7(х) ==е 


ВЯВВО оть х==о--вепрерывиа 
вправо имЪеть безконечный разрывъ, 
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104 Связь Теорм предъловъ съ Теорей непрерывяости. 


Теорема 1. Если функц! я {(л, у, 2,..) пепрерывна (и, 
сльд., опредфлена) около значен! И лм, У» 2». аргументовъ, то 


Пред. [ 0% у, 2...) [мб Ум в.) 


У. .50 
2.20 


{короче — прелълъ функц!" равен той же функц! пре- 
дЪловъ). 

Дъйотвительно, изъ понямя о непрерывности елЪдуеть, что 
В, л, 5.) РЁ бы р а.) плеть къ нулю одновременно съ х— ль 
9—9 2—3%»..:; а Такъ канъ { (м, У, 2...) есть число постоянное, 
то это п ЗНАЧЛТЪ, ЧТО 


Пред, [149,55] ДИ 6 2 


ь 


Теорема 2 (обратная). Если Р (х, у, +...) опредЪ лена около 
значен!Й м, 7 &,.. аргументовъ и если 


Пред. (Ру. 5.. ЕР (ло о 


то эта функц я непрерывна около этихъ значен! Л аргу- 
ментовъ. Чтобы въ этомъ убьдиться, стоптъ лить перепнсать дан- 
ное равенство тавь: 


Прел. |1 (5, » 


И Сы > 2% 


Эти двЪ теоремы, не смотря на всю ихь простоту, чрезвычайно 
зажны, такъ кавъ показывають что Теор!я пред ловъ и ТГеоруя 
вепрерывности по существу тожественны между собон, 
иначе говоря, всякая теорема о предфлахъ даеть соотвзтотвующую 
теорему о непрерывности. 


105. На этомъ основаши можемь безъ особыхъ доказательствъ 
высказать слздуюлыя предложеня. 

Т. Веякая алгебрическая сумма конечяаго числа 
непрерывныхъь функц! сама есть функц я непре- 
рывная. 

П. Произведен1е конечнаго числа непрерывныхъ 
функц1й само есть функц1я непрерывная. 
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ТП. Отношен1е двухъ непрерыввыхъ функц! пред- 
ставляетъ функц:ю непрерыввую, за исключешемь тЬхъ зна- 
ченй аргументовъ, при ноихъ знаменатель обращается въ нуль. 

ТУ. Пюбая степень, вь коей осковин:е и показатель 
суть фуняц!я непрерывныя, сама есть функц!я кепре- 
рывная, пона ея ословаше получаеть лишь полонительныя и отличныя 
эть нуля значеня. 

У. Логарлфмъ непрерывной функц!и, получающей 
лишь положительныя ц отличныя отъ нуля значен!я, 
самъ прецставляеть функд!ю непрерывную. 

\1. Вс тригонометрическ!я величины непрерывнон 
функц} и сами непрерывны, воли только не обращаются 
ВЪ <>. 

н УП ВсЪ круговыя функц!и отъ непрерывной функ- 
ц1я самл непрерывны, за исвлюченемъь  Агосощи, ноторый 


или обратно. 


при прохомдени и черезъ нуль перескакиваеть съ —" на 


106. Изъ теоремъ № 104-го еще вытекаеть, что если } (х), капр., 
при х=, не опредъхека, то, желая сохранить непрерывность 
Этой ‘функции: и около _ надо опредфиить величину Г (л} 
равенствомъ 


{ (*) == Пред. | @3] 2..0, 
& 
а 


Напр., функщя { (х) = при веякомь х-а виолнЪ опредф- 


0 
ленна п равна а--х; при х эве, равномъ а, обращается въ $: поэтому 
для сохранея непрерывности надо взять 


Г (@) = Пред, а». 


Точно также, что _ 
бы возстановить по Й 
возможности пепре- 
рывноеть функц 
Ахсс0 8 х около ==0, 
надо приписать ей 
два значеня: — 


х. 


Когда х ПОДХОДИТЬ 
кь нулю, возрастая; 
и 5, вогла х идеть 
кь нулю, убывая. 
Тогда (черт. 15) эта 


Черт. 15. 
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функщя станеть непрерывной влфво п вправо оть х=0, разры- 
ваясь лишь при &==0. 


107. Непрерывность обратной функции. Теорема: если у есть одно- 
значная, возрастающая (убывающая) ин непрерывная 
фуньцЕя ма, то х по отношен1ю кк у тоже будеть функ- 
щей однозначной, возрастающей (убывающей) и ненре- 
рывной. 

Дфиствнхельно, во-первыхЪъ, мы узие знаемъ (№ 37,) что прямая 
п обратная фунещя дояжны быть одновременно возрастающих изиг 
одновременно убывающими; во-вторыхъ, обратная функщя будеть олно- 
значной, л6о, если бы напр, х при у=ж ныВль два значеня 
2 и хх, то у при изм ненн х отъ ^’. къ м”, долженъ быль бы вернуться 
къ пеходному значению у, и, слЪд., не могъ бы вое время при этомъ 
раетя либо все время убываль; наконець, если у ==/ (^), при чем { (х} 
непрерывна, то (№ 100} крлвая, выражаемая ур-емь: 


2=Р@®) 
тоже непрерывна, а слфд., (№ 100), и м непрерывенъ относительно у. 


109. Непрерывность фунвщи сложныхъ чиселъ. Если в есть фувнщя 
перемфнныхь 4, о, ... которыя въ свою очередь суть функцит аргу- 
МеЕТОВЪ %, у, + то в, в, .. ваз. сложными числами (сложными 
аргументами). а ю- фуннщей слонныхъ чиселъ (ФопсНой сотрозбе). 
Нри этомъ очевидно, что для полученшя выраженя ю вепоесред- 
ственно въ аргументах»ъ, надо лишь сдёлать подетановку — 
именно, если 12=/ (№, 0, ...), а и=Р (мч, 
ИТ. д, 10 ю= 8 Иа, уе, 9 (у, т, 9... 


Теорема (Коши). ФуницЕя непрерывныхъ сложниыхь чиселъ, 
непрерывная относительно ихъ, будетъ непрерывна п 
относительно мамихъ невависимыхъ. 

ДЪйотвительно, положим, что м, и, ...непрерывны около ли: У» 2», И 
Е (ео, Ух 2 АЕ, $ (Ау, Ус» 2 9, ит. д., аю непрерывна около 
и, 5, 2. При чемь № (н., 5... ® Тогда ю — в, пдеть къ нулю 
одновременно оъ и—\щ, и—и, а послЪдя идуть къ нулю одновре- 
менно съ ^— 1%, у--у» #—2...; ОЛЬд., вели хм, фр — жж, 2— 
пойдуть къ нулю, 10 и ®— вю, поНдеть къ нулю, а это ц значить, 
что 0 непрерывна относительно л, у, 2, ... около пхъ значеши ть, 


3 


.... 


Теорема эта даеть возможность рать вопрось о непрерывности 
любой лвной функци, опредфленной ковечною совокупностью 
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аналитическихь дЪйствй, а также часто п тогда, когда явное анали- 
тическое выражеще функции мы получить не можем. 


109. Теорема. Если функц1я { (2) непрерывна на всеемь 
участк® (а, 6), то она доестигаеть на немъ своей высшей (24) 
а низией (1) границы, т. е. на этомь участкЪ существують два 
такихъ значетя @ и В аргумента, что } (а) ==, а {{В) = М. 

Докажелгь, напр., существован:е 8... По свонству высшей граннды 
иыВелгь, что на участкЪ (а, 6) у фувкцих / (2) существують знажен!я, 
сколь угодно бинзыя къ М. Поэтому, если раздёлимь участокъ (а, 6), 
запр, на дв равныхьъ части, то хоть ша одной изъ нахъ у 
Р@) существують значея, произвольно близыя къ 44, но, конечно, 
не превышаюнИя М; иваче говоря, хоть на одной изъ этнхъ 
частей высшая граница вначен! {(х) есть М. Обозкачивъ 
крайейя величины аргумента на этой части черезь а; и &., можемъ 
то же разсуждене примфнить нь участку (а,, 8;}, и т. д., такъ что въ 
результат получимь безконечную сершо участковь (а, 2), (а, &), 
{а., В), „.(а,, 8), при чемъ на каждомъ изъ ипхь высшая граница 
зяаче НИ 7 (2) есть М и каждый участокъ лелать весь внутри 
веякато изъ предулествующихь ему, такь что любое изъ чисел 
а, в, а, а». меньще каждаго изъ чисель 6, &,, В, б,...; 
въ то ке время изевемь 


ее 
фу — в, = 


п, слфд., Пред. (и) 
, 


т. е. разкость соотвфтетвенныхь чпселъ а; п 6, пдетъ къ нулю. 
Этеюда, на основатши № 54-то, заключаемь, что чнола а, и числа 
?, имвють общ: предъль № заключающ!йся между 
ними. Полахая теперь 2, —я„=е„ можемъ значешя аргумента на 
участи (а,6„) выразить тань: х==3--9„, гдз © —правильная 
дробь, велфдотве чего { (м) == (В -Рвз,) == (В) Ни, 

лри чемъ ®„ идеть кь Нулю вмфотЪ съ в», т. е. вс значевя 7 (5) на 
участкь (а„, 2,) становятся безконечно—близкимн къ /() при уве- 
личеши п до оо; но среди этихь значешй есть также произвольно 
близмя къ М; значить, ы разность между № и /(В) должна быть 
меныйе произвольно малой величины; а такъ какъ оба эти числа, а 
слЪл., н нхь разность, постоянны, то она равна ную, 

т.е. =. 


ГЛАВА 11. 
Производныя и дифференцгалы. 


$7. Ноняте о производной и о дифференцгалЪ. 


110. Равоматривая такъ наз. линейную функцию, т. е. опред®- 
ляемую ур-шемъ 
у==а-ь, 


мы, давъ ^’» новое значен!е =, имфемъ 
ли, 


откуда уу —у=е (м—^) ии ду=еа Ал; такимъ образомь прира- 
щен!1е такой функц! пропорц!онально приращен!ю 
аргумента; иначе говоря, откошен!е этихъ двухъ прира- 
щен!й постоянно и при томь какь разь равно тому тислу а, 
которое вполнф опредфляеть быстроту изм нен1я функщи. 

Если возьмемь какую нибудь функцию [(%), то подобное 
обетоятельство уже ве будетъ ныфть мото — отношен1е будеть 


м»няться еъ изм» нен!емъ, какъ ха, тавъ и Ах; оно наз. 
среднимь приращенемъ фуккши ва участкЬ Ал аргумента и показы- 
ваегь быстроту измЪневя на этомъ участк® вфготорой воображае- 
мой линейкой функции, начальное и конечное значеня коей рав- 
няются соотвФтотвующимь значенямъ разсматриваемой функц { (х). 


Опредблеше 1. Предъль средняго приращен1я функ|н, 
т. е. предЪль отношен!я приращен!я функц!н къ соот- 
вЪтотвующему безк.-малому приращен|ю аргумента, 
когда оно идетъ къ нулю, наз. производною отъ этой функ- 
ц1и. Значить, производная у’е равна 


Пред. | . 
1..0 
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Замфчане 1. Такъь какъ дробь растеть безгранично, если: ен ‘зна- 
менатель идеть къ нулю, а числитель при этомь остается конечнымъ, 
то, значить, для того, что бы производная не была=сэ, необхо- 
димо стремлеше Ду кь нулю одновременно съ Дх. На этомъ оено- 
ванн, говоря о производной отъ функц!и, мы будемъ 
всегда считать что посчфдияя непрерывна. 


Замфчане 2. Можетъь случиться, что и при этомъ услови отно- 
иене ся раететь безгранично пры подведеи Ах кь нулю; тогда 
мы будемь говорить, что фунищя все таки имфеть производную. во 
только она равна со. Однако этоть случай предетавить исключеше: 
вообще же во всВхъ дальнёишихь теоремахъ мы бу- 
демъ считать, что производкая конечна и вполнЪ опредфленна. 

Кром того, можеть оказаться, что 


при чемъ тогда приходится различать производную вправо п 
производную влЪво. Мы будемь считать, что 1) х принадле- 
жить серединЪ участка на которомъ опредфлена дан- 
ная функц!я, такъ что й можно братьи >20 п <б п 
2) что производныя „вправо“ и „влфво“ одинаковы. 

Поняме о производной введено въ науку впервые Исаакомь Нью- 
тоноыъ (род. 1642 г.,--1727 г.) въ его РЫЙоворШае МабигаИз Рыпейиа, 
Мафетайса, изданныхь въ 1687-5ъ г.; Ньютонь называлъ производную 
флюнсей и быль приведень въ этому повятцо изучеемъ вопросовъ 
механики, именно; если у— путь, проходимый точкой, а х — зремя, 
то те есть средняя скорость за время Лх, а пред. (“> есть 
такъ наз. скорость въ моменть а. 


111. Величьна пронзводной оть какой либо функщи { (л)). вообще 
говоря, сама вависпть оть величины х, т. е. предетавляеть его функ- 
цю; эта новая функшя наз. также производной п обозначается 
тавъ: у’х, либо тавъ: # (х). 

Изложен!е способовъ „дифференцировашя“ функц и (т. е. 
захождея аналитического выраженя произволкой оть фунещИ, за- 
давныхь аналитически-же), установлен!е зависимостей ме- 
жду свойствами функц} и и свонсотвами ея производной, 
и прим нен!е этихъ зависимостей къ р шен{ю различ- 
ныхъ алгебрическихь и геометрическихь вопросовъ 
составляють содержан!е Дифференщальнаго Исчислешя; опре- 
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дЪълен!е свойствъ п вычиелен!е величины функд!и по 
такъ илн иначе заданной ея производной образуютъ 
предметъ Интегральнаго Исчисленя: а оба эти Исчнолевя вмфотЪ, 
составляють такъь каз. Анализъ безн-малыхь или Транснендентный, 
Анализъ. 


112. Теорема }. Если функц1я на н% которомз участк® 
сохраняетъ постоянное значьн{е, то ея производная 
равна нулю, ибо если у=а, то и з,==а, 


откуда и—фу-=0 пли Ау: 0, 


\ 
Ах 


№... . 
у, -0, почему п пред. ( 


а слл., 


Теорема 1, Производная самого аргумента равна еди- 


ницЪ, такъ какь если утех, то Пу, — 


откуда лли Ау 


п. сл, 1, а потому и Пред. (=) = 

113. Опредълене 2. Произведен:е производной функц! 1 
ва приращен!е аргумента наз. ея дифференщаломъ и обозна- 
чаетея тлкъ: ву или 9 ? (>). 

Дифференц!аль аргумента равенъ его приращентю, 
160, по опредЪленю, ая==»',. Ая==1.4л==Аж; отсюда сифдуетЪ, что. 
можемь еще сказать, что дифференц:аль функд!и есть про- 
изведен1е ея производной на дифферени!алъь аргу- 
мента, т. е. 


Фу=у’х. 4х, или еще 4 1) = (Х) 9х. 


Обратно, отсюда Ук, т. в. производная функции 


равна отношен1ю дифференц1ала этой функц\и къ дя ф- 
ференц!алу аргумента. 


Теорема. Дифференц:аль функц\и есть главное зна- 
чен1е ея приращен1я, если толькоея производная не 
равна нулю. 

Это, на основан понят[я о главномь значении безк.—малой, слЪ- 
ь: 


дуеть изъ равенства У’х = Пред. ( [о 
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Замфчане. Дифференц!алъ функц! и, кань видно изъ ска- 
заннаго, завиолтъ вообще отъ величины 5’а; дифференшаль 
же аргумента принято считать, хотя пи проиввольнымь безк.- 
малымъ, но одним изм же во вое время изолЪ дова- 
н{1я вопроса, т.е. не зависящимъ отъ величнны аргу- 


мента, волЪдетв!е чего (#0), =0; 


это сокращенно выражаютъ въ словахь: „дифферекц!аль аргу- 
мента есть чело постоянное“. 


114. Если мы научимся находлть производныя функц либо пхь 
дифференшалы, то, на основан! послвлкей теоремы, получизмьъ воз- 
можность примфкять въ нанболЪе выгодной форм теоремы 
№ эти № 98 о допустимости замфны безк.-малыхъ эквивалентными 
имь при пзучези отношешя двухъ безк.-малыхь либо суммы безк. 
больщаго чиела безк.-мальхь; это, между прочимъ, объясняеть, по- 
чему Трансцендентный Анализъ оказывается такпыь могущественнымь 
орумемь при рЫшениг разянчныхь математическихь вопросовъ: не 
будучи въ состоякит установить зависимость между конечными 
величинами фуякцит и аргумента, никакой частью коихь нельзя пре- 
небречь, мы можемьъ оказаться въ сплахь пайти связь между глав- 
ными значен1ями пхь безк-малыхут приращенш, пли нхъ 
дифференц1аламн, т. е. найти производную изучаемой фувк- 
ци; а если потерпимь п вдфеь неудачу, то можемь тоть ке методь 
приаевнить къ самой производной, п т. д. 


115. Геометрическое значене производной я дифференщала. 


Опредьленге. Насательной хъ кривой въ точкВ М наз. пре- 
дЪъль сЪкущей при совмф щен! двухъ ея точекъ пере- 
св чен!я съ кривой—вЪъ одну. 

Теврена. Произволная дм 
ордлнаты кривой по аб 
сцисо$ есть  угловон 
коэфиц!енть касатель- 
вой въ соотв тетвую- 
щей точк% кривой. 

Дъиеотвительно, пусть МТ 
есть касалельная къ хривой 
с ВЪ тОЧЕВ ДЕ (х,У), а ММ— 
сЪкущая, при чемъ смежная 
съ М точка переофченмя ея 


— 9% - 
съ кривою есть №, (м, 7); ур-е прямой МХ, кажъ павфотно 


ГУ 


Я-л 


нанишется такъ;: 


тлф Л, Х- координаты любой точки оЪкущей; 


атеюда, Гу а = хуй (а), 
м . 


а переходъ въ предфлу при 
Ах=0, т.е. при совмфщенйт 
точки 1/, съ М, даеть ур-ве 
касательной 4/1, именно: 


У—у=ух (ХХ), 


откуда и вытекаеть доказываемая 
теорема. При этомъ, если оси 
координать образують уготь @, 
то, какъ извфстно пзь Анали- 
тической Геометри, 


„__ За _ 
Хх т (в) 


тль «— уголъ касательной съ осью абоциссъ; если же оси координать 


прямоугольны, то просто \№х= ща. 


Для точки К (Л,, У,) ва касательной, для которой А, 
мы изъ ур-— я касательной получаемъ, что 


=#-- Ал, 


У-у=ух. дя=ау, т. в. НЕ=4у; 


такнуь образомь дифференц!алъ функц! и есть приращен!е 
ординаты каеательной прин переход къ точкЪ вя, абоцнсса 
коей ва Ал отличается оть абециссы точкн касан1я 
{тогда какъ Ду есть соотвфтотвующее приращен!е ордиваты точекъ 
самой кривой; для лучшаго уяснешя даннато иетолкованя, на 
черт. 17-мъ изображенъ еще одинъ изъ возможныхь случаевъ распо- 
ложешя кривой). 


116 Опредблеше 3. Частной производной пох функц1и ю 
нъеколькихь аргументовъ 4, у, 2... наз. предф ль отно- 
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шен|я приращен1я этой функц!н, вызваннаго безв. - малымъ 
приращенемъ лищь х’а, къ этому его приращен!ю, когда оно 
идетъ къ нулю; обозначается она так: 


в о РОВ У, 20-Х, у, 55.) 
такъ что 5% Пред. | ь а 
9 Сука.) Ру. 2.) | рр 
оу-= Пред. | к =“. деле х 


Очевидно, что отыскащше частныхь производныхь должно совер- 
таться по тёмьф же правилахмь, кажь и отыскаще просто производ- 
ныхь, при чемь проч!е аргументы являются въ роли по- 
оТОЯННЫХЬ кофеен» 


Замфчане. Въ эвахь 0 5: = ПБлЬ ви дЪйстыя дЪлешя, ви дифферен- 


цаловъ отв чо и отв х — это роди нь нерасчленлемый символ, 
хоторый нельзя читать иначе, чЪагь. „частная производная отъ \ яо х“. 


Опредълене 4. ПолныиЪъ дифференшаломь фунхи{и наз. сумма 
произведен! И ея частныхъ производных на дифферен- 
д1алы соотвьтствующихъ аргументов; онъ обозначается 
черезь 4/ пли И, такъ что 


ЧТ(х, у, 2=# ау я 


117. Выражене приращеня фуннцм н5скольвихъ перемфнныхъ. 

Положныь что имфемь нфкоторую функшю перемфнныхь ^, у, = 
напр, ==] (х, у, 2), которая непрерывна и иметь конеч- 
ныя частныя пронзводныя, 


и пусть Ан=рЕ-А У, НОР, У, 


это можно перелисать такъ: 


де, У-Ь, ад - Е уь, 2-0) 
ао... 
Ре, эх | 


Но по опредЪлено 


ред. [^^ ьэ-га 


) 915. з), 
г ] 


№0 9 


а — 


пела А _Мыле, 
й 


откуда о Г*ь 


гдь Пред. (е), ‚=0 


т, значить, | (и --Р, уче 2-0, ЭВ = 


И 
аа | * 


у при изм Ъ- 


: 5 9, 
обозкачимъ теперь черезь ю, приращене функцта / 
ненит у ие въ у и = т. е. положимЪ 


д 24-8 а 
9х к 


при чемъ етие предположимъ, что 


д/ (х. 
и. 5. 7 непрерызвна относл- 


тельно + и =; тогда можемъ написать, что 
О . д) 
Деьз-ь =о Га, ь == ыы [й... 4), 


ть Пред. (®, „=0. 
Т.о 


Чи у. 
Подобнымь же образомь, предполагая, что И } непре- 


рывна относительно #, найдемъ, что 


и С м) . (8), 
гл Пред. (в }, „= 
наконець, {(м, у, 2-4) Ра, у, . (4), 


ть Пред. (=) „= 0. 


Подставляя выражен я (2), (8) и (4) въ равенство (1), получимъ 
искомое выражее для Дю — именно: 


д [о --ы [И о -ь | к 
на 
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при успови, конечно, что выполнены вышеуказанныя тре- 
бован!я относительно непрерывности частныхь про- 
изводныхъ (обобщен!е полученнаго выражен!я на, случай ббльшаго 
числа перемвнныхъ яено само собою). 


Сльдетвв. Воли л, у, 2... суть перем%нныя независимыя, 
при чемъ пхъ прнращен!я сравнимы другъ съ другомъ 
по степенн ихъ малости, то разность между прираще- 
н1емь функц(и, имфющей непрерывкыя частныя про- 
изводныя и ея полнымъ дифференц!аломъ есть безк.- 
малая высшаго порядка. 


Диотвительно, перепнсавъ ур-Ше (0 такъ: 


% р 9! 
ПЕ, а) Ве ы 1 


или еще такъ: дю=аю-о, 


видимъ, что ® будеть выешато порядка, чЪмъ 4. 

Таким образомь полный диффереид1алъ функц!я н%- 
сколькихЪ аргументовъ играетъь для нея ту же роль, 
какъ просто дифференц1алъь для’ функц:п одного аргу- 
мента. 


$2. Дифферевцироване фуннцй. 


18. Теорема |. Производная (дифференц!алъ) функц!н 
сложных чиселъ по аргументу равна сумм произве- 
ден! й ея частныхъ производныхь по каждому слож- 
яому чнелу на его производную по аргумеяту (на 
его дифференц! аль), т. е. если № == (4, %, ..), при чемъ и, т, ... 
суть фувещи л’а, то 

о И 
о кт м 


{при этомь, разумфетея, предполагаемъ, что во помянутыя 
производныл конечны, опредфхенны и непрерывны). 

Дёиютвительно, дадимъ л”у приращене Дл и пусть 4, 9, ... полу- 
чать волёлетве этого приращейя Ан, А», „., которыя въ свою оче- 
редь вызовутъ у ч" прирашеще Дю; тогда на основаши формулы Т, 
зыражающей приралцен!е функщи э\ехолькихь перемфнныхь (№ 117), 
булемъ имфть, что 


С: ды 
д (> + =- в ) ди- (= |= ш, ) Аз-... 


в 
А д 9 
Аи раь, Мы нь) 9... 


подводя же Ал, а сЛЬД, и Аь, Дь,... кЪ нулю, получимъ: 


Ак _ да Ан Ат 
Пре. (2 “=. Пред. д ине. Прел.(^ "+... , 
т. е. Ммм", |... 
а умножеве этого равенства на 4х дасть еще; 
‚ и ия 
ито ии Черни, Из --.... 


Л = + Гм 
наи фи жи м, м... 


Это послбднее равенетво показываеть между прочимь, что дн ф- 
феревц!аль фувкц\и сложныхь чисел выражаетоя 
въ пхъ дифференц!алахь такъь же, какъ въ случаф, 
есди бы они были аргументами. 

Предьялущая теорема показываетъ, что мы съумфемь прохиффе- 
ренцаровать любую язпую функц, если будемъ знать выразкетя про- 
пзводныхь простЫпинхъ аналлтическихь функц; въ отысканио по- 
сетЬднихь и перейцемъ, но предварительно еше замфтимъ, что въ 
частномъ случаф, когда функщя зависить липть отъ одкого сложнаго 
числа и, получаемъ просто: 


, р р 
Ум Ш, п мм. в 


т. в. производная (дифференд1алъ}) фукки!п сложиаго 
числа по аргументу равна произведен! ю производной 
отъ этой функц! н по сложному числу, на его произволд- 
ную по аргуменлу (на его дифференц!алъ), 


19. Творема 1. Тожественное (п тольно тожествениое) равенство 
можно дифференцировать ибо вели 


16) 2, 
тон Ге ею, куда Ре) -- Го) т —Ф69 


п, сл. ев (=) 36 ЕО, 


подводя зе № къ нулю, въ предфтф получимъ: 


Рытя®), 
посл» чего умножене на 9х еще даетъ: 
41(х) -= 49 (#). 
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120. Теорема: |. Постоянный множитель можно выно- 
сить изъ подъ знака производной. (дифференц: аа), ибо 


если #— аи, 

ТДВ а — постоянно, то 1. в 

и, олд. 1 — ша (и, — и); 
и щи 

поэтому а м 
м—® 

и, значить, Пред. — я 

т. е. 


оелЬ чего умножеше на йж еще даетъ: 


121. Теорема 1У. Производная (дифференц!алъ) алгеб- 
фической суммы конечнаго числа фунвц!и равняется 
такой же адгебрической сумм% производныхъ (диф- 
ференц!аловъ) этихъ функц. 

Дьйствительно, пусть #=:2—и--0; воли при увеличеши л’д ва 
4, чиела 2, м, ® и ю попучать соотвфтетвенно звачезнЯ 21, и, ®, 9, 


—“-а 


ег а, ив) о, 


то 


и, олд. 0, —4 


чаи ира ре 


а потому т и г т 


переходь же къ предзлу—при Ах=0, дасть 


› 


=, —м, + 
посл чего еще, оть умноженя на йх, получаемь: 
д — 42 — ди а. 
122. Теорема У. Производная (дифференц!алъ) лога- 


ряфыа числа равняется произведен!ю абсолютнаго мо- 
В 
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дуяя этой снстемы логарифмовъ на отношен1е произ- 
зодной (дифференц1ата) помянутаго чиела къ самому 
числу, т. е 

их, 


Юрх п=М. 


Въ самомъ дЪлЪ, если ле == би, 


то 46, Е буи, 5109 (и-- Аи) 
п, слад, дитини (и-- ды — Юуинеюу ЕАЬ 
= Ан). 
19 (А; 
Аи 
[ея (1-0) 
. ‚ Де ы Нл 
ли а; — ел. =П . == 
поэтом 2; ==Пред [С } 2 ред. | д + 
2-2 
= М Пред. | _--- : 
Тел | хо 


а такъ вавъ 2 (1-- о) п х эквивалентны другь другу, то просто 


К) 


М. Пред, ( ре ) к 


22. = М. Прел. 


ибо и не завиенть отъ д: звачитъ, 


и и==М + 
а умножая это равенство ва 4м, получаемь еще. 


09 и = М 


Частный случай. Производная (дифференц!алъ) Неперова 
логарифма тисла равияется отношен!1ю производной 
(иффереиц:ала) этого чиела къ самому числу: 


и Чи, 


ибо въ этомь случа модуль М =1. 
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Въ еще боле частномъ случаЪ пмемъ: 


Их= - и 


Ре ь 
Примьръь. Я = ру = те Ир 


123. Теорема У. Производная (дифференц1алъ) произ- 
веден1я конечнаго числа функц! равняется сумм 
произведен|й производной (дифференц{ала) каждаго 
множителя на вс№ остальные. 


Въ самомь дфлЬ, если #ЕЕУёи... 18, 


то ыы. 0 


дифференцароване этого равенства, даетъ: 


д" ‚ . ‚ си 
У ее, 

откуда ии Зои й ео 

иля {у24.-- У’ = и... УЕ у’ ушу... ур, 

аслВд. еше 9(у2и..-У)=20..-\ Фу-руц. У. 92--... ур. У. 


Сльдетв!е. Полагая уз Фи обозначая черезъ я чиело 
воВхь маожителей, такъ что я-—иБлое, положительное, получаемъ: 


(5"). — У — 


1’ фу 
рН 


ъ разъ 
те. ( у’) И 
и затфагь а (У") == пу" "ду. 


примфрь 1. (2х -- =), =(: [р =), +2(),=ь =. (=), 49 =), - 
+2. авы х. Зав. М рая вр вы | . 
Принфръ 2. [вечны - о ювичнье |, . [ч био вх — ы 


— со М 5х3 ЗМ ох р (8-5) 
53 [ме 8) Чери в = 3 . 
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124. Теорема УП. Производная (дифференц алъ) дроби 
равняется дроби-же, имъющей въ знаменатель ква- 
дратъ даннаго знаменателя, а въ числител 5 разность 
произвелен!{И зкаменателя ка производную (дифферен- 
цзалъ) числнтеля и чисцителя на производную {диффе- 
ренц1алъ) знаменателя, 


о мии 
т.е. (; == 


Фиствичельно, полагая ю== “. ныфемь 
? э 
мы — №, 


откуда дифференцироващемъ получаемь: 


и, слЬд., = (у — 


& умножене ка 4х даеть: 


Частный случай. Непосредственно из, основаи №№ 128 н`124 еще 
получаемь: 


( ву ии вии ини и 
} — п 1 ы 
(7) р. 


БЗ 


э 


и, слёд., 4( и ) уди — иду 


мии 
зав, {= +2) (авы), _ (5) (+1). 
Прим. 1 ( 1 }. 18 — 
(2=+1) (3) -(ы Бы) 2 бра 05 Юаы 
Е = и 
вает 0—6 В ва Ш аа 
прива В авео зао _ 
(а) белая 24 36а как _ Аа бай бу6 


а-я = 8—3 бл 
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125. Теорема \\!. Производная (дифференщаль) сте- 
пени съ постояннымъ показателемь равняется ёя показателю, 
умноженному на. ту же слелень съ показателемъ ваеди- 
ницу меньшиму, н на производную (дифференц1алъ) 
основантя, т. е. 


(12) — аа — п 9(8) = ааа Чи. 


Вь самомь ДЪлЪ, полагая ю=и7, имфемъь Фо гай, откуда 


и и а, а— 
=е, п, ед, фа 2. те @ужа 


0’ 


а затЪмь, конечно, @ (и) = аи? — Гаы. 


Сльдетв!е — Теорема 1Х. Производкая (хифференц!1а и) 
корня равнлется отношен]ю пронзводной (дифферен- 
ц1ала) подкореннаго къ показателю кориян къ корню 
той зе степени изъ пренняго подкореннаго, возвы жен- 
чаго въ степень, наединицу иизшую показателя корня, 


пбо 


й и 


вИ шт 


Частный случай Производная (диффервнц:алъ) корня 
нвадратнаго равняется отношен!ю производной (днффе- 
ренц!ала) подкореннаго къ удвоенному тому же корню, 


ии — __ в 
т. е. == = = . 
и, 2 у и. и ы у ы 2 Ив 
з 
Прим. 1. (уз _ изу _ Ех. и У 
В з 


зу ° У 


а 5.2% 22 2х М) 
в = 3 -* 


У в} 3 У иде 


4 . 
ИО 1. уф --0 ры 


— Ч 
У 


Ч 
2=—ЭУб 


ЗИ. 4 


2 1/5 
_ . вы @ = 
р {2 — 18 
3 2" — 3) ера 5—1 
= ак пы 4х. 
уе 2—0 Убх 


126. Теорема Х. Производная (лифференц1алъ) покава- 
тельной функц!и съ постояннымь основанемь равкяется про- 
изведен!ю той же функи{и на Неперовъ логарифыьъ ея 
основан{я и на производную (дифференц!алъ) показа- 
темя, т. е, 


(=) — а\а\ п 4(а*} —а“\а - ду. 


виствительно, полагая #:_ а”, имФемъ Нота, откуда ей ду. 
, ы г 


и, СИ. чмо а, 1. в. (а аа, 


а затВмъ, конечно: 4(«*) — ачавь. 
Сльдетиг. (=; же’; |] (5) = а*ду 
( хх х х. 
ее =е Че) = е9х. 
дла — 517 _ 4—5 а? — 5% 
Прим. ( " в, (въ) ки в. (=- и 
За 4 — Зы 
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127. Теорема Х!. Производная (дифференц!аяъ) показа- 
тельной функц!и съ перемфннымъ основамемь есть сумма про- 
изводныхь (дифференц!аловъ), получаемыхъ въ предпо- 
ложен!и: одинь разъ, что показатель постояненть, а дру- 
той разъ, что основан!е постоянно. 


Дъйотвительно, полагая 2 %’, 


нафемъ №. ти, откуда Ей „. “ Ему" 
и, сл№д., в’ нь ше ше 

лли = (,*) ии ими, 

а затЪмь | (/*) — м” Ты -- иЧиду, 


Равемотрьее этихь выражеши показываеть, что они составлены 
какъ разъ по указанному закону; послфдЕШ получается также еще 
просто на основави теоремъ о производной к о дифференшал функщи 
<ложныхь чиселъ. 


ы. г в ш «| = 


"Ут | ых | ах. 
128. Производныя и дифференщалы тригонометрическихь функщй 
опредъляются олъдующими формулами: 


Зи = 60$ ии’, 8 Зт и = Сози би; 
605'и —= — Заи+и’, & 05 и = — Зи ди: 


Зес’и — Зеси &9и и”, 4 Зеси == Зеси 40 Чи; 
Созас’и = — бозеси бои и’, 9 бозеси = — бо5еси Сони Ча; 
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Изь нихь двв первыя выводятся непосредотвенно; именно, по 
опредвленю произьодной ныфемъ: 


Зв, и == Пред. [2-е 


п союз А" 
= Пред. |. 


Ал 


—Пред. [ Со н- 5, 


==Пред.2 бо в 4.2 ] 


би Ди 


ибо Зш=,^ и “^ эввивалентиы; значить, 


8” == Пред. 08 ("5"). Пре и == (ом, р и 


точно также 


, — 
605" и Пред, [ее ТАМ — 605 


5х 1.5 


[2 зи РАМи За в“, 
Пред. | Ах ЗА 


ди 
= — Пред. [2 зн(ь++4) | —— Пред. За и Ам). Пред. сие 


=— Эван 
Е 


Остальныя ‘формулы получимъ, выражая и, Совы и т, д. 
помощью Эйми и Созь, и приыЬняя теорему о дифферевцированти 
дроби; вапр., 


ащи а. Зы 


Сов 


выбовийи —— Зри —Вщийи) 
> аи бы 


Прим. 1. 41 (5124008) = ( 


_ Сов ы ( Зтах ), 


ЭтаА [2 


^ Библ бовах 


бох_ С052.2 -- За — бов Эл) 3 бол Сов? — Эша? 


550200 Боб Оовае 


Сова 
О 


Прим. 2. ( 


2 ( бот -- Вых 


8 Сов Зи ) (ее . 
в = 


52> (— Эл 05) — 8 (бов -- Эл) 


бок 
т. ыы Е 


Зах 0052х (— Эту -- 005) — 6 (50 005%) 
Зал 2: 


129. Производныя и диффервящаль нруговыхъ функц: 
Ъ Полагая у = Аговшиь 


при чемъ + само зависить отъ лх, ваходимъ: 


; , й 
%= ту п, ельд., и, = 65 


откуда = 


и такь вакъ радикать въ знаменатель выражаеть Созиие млаль 
шаго Атсз'а, то онъ всегда подожителень, а потому 


й 
их 


ИИ 
АГСЗт ин — у 


п, слёд., 4 Агозти = 


1 


съ услов1емъ брать воегда радикаль со знакомъ 
„Плюс“. 
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1) Полагая == Ара, Т.е. ==, 
имъфехгь: и, — 6е0*2 
эткуда 
т.е Атон, и = Е 

ПТ) Полагая 


, 
подучаемь: и’ = 5еси ше и, = == Беси, "Зе 


откуда 


но знаменатель выражаеть произведен!е Эссапз’а н фапз’а младшаго 
Атезес’а, (которые всегда имЪють оба одичъ и тоть же знакъ, такъ 
что ихъ произведен положительно: поэтому вноеять и подъ ради- 


халь и пишуть, что Агозес И = 
х 


н, сид. еси 


при услов{и брать всегда радикаль сознакомъ „илюе ъ“ 


ТУ) Наконець, дифференцируя доказанкыя раньше равенства: 


: я 
Аусзши -- Атсс05. =, 
Атоса -- АтсоещЕЕ > 
Е Атовесц-- Атосовесл 5 
получаемъ: 4 Агозиьи -- 8 Атссози =0 и т. д. 


у 
а сльд, — ЧАгссови = — и Агббозу == — 


ц 
4 Агссои те и Агещуи Г 


& “х 


4 Агосозеси = — У я Агосозес и = — У 
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136. Теорема. Производная независимаго числа по 
сложному равна едиянцф, дЬлеяной на производную 


сложнаго по незавиенмому; иначе говоря, у, ил, обратны 
другъ другу по величии. 
Дайотвительно нредпнолагая что ни = пу, пе равны 


ни зуяю, ии сэ, имфемъ: 


Теорема эта часто наз. „Теоремой о производной отъь 
обратной функц! и“. 

131. Для пользовая дифференщальнымь исчиелещемь въ при- 
ложешяхь необходимо знать наизусть всф, выведенныя выше, 
формулы: для удобетва, он собраны въ сльлующей таблиц: 


Я ито фаир — бы: 


@ (20... Но) ==че...0. аз ви. оби... 24... 
лы о" = 9 — пы, 
Я” Пти * 

ео в — 19. о 4 

а ( = пы 4: а’—%, Чу, : 
* 
бь. —_ 4%. 
и =М 2: Фи = я: 
з 
3 


а (2) =" аи; 
& (а) = а“ 12. аи; а (м) = ди №. ао; 
ан == Сози йи, &Сози ==-- щи @и 


феи = 4 @бори = — о 


безе 
@Зеси — Зеси ри @и, — ЯСозеси = — Созеси Софи @и; 


аАтеви = =, @Ахесовь м, 
У И’ ' 
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4 р: 
ФАРЫ д ть ФАтововен == — т : 
ЧАтТО5еси == Ура р ЧАтссовеен — — т . 


132. Дифференцироване неявныхь функшй. Положимь, что намь 
дано ур-&е Ра, 0 ее... @ 


при чемь, при намфненйз д"а на нфкоторомь сплошном участкЪ, 
дия каждаго вго значешя существуеть одно (пли ифоколько) веще- 
ствеккыхуь вначен у’а, удовлетворяющихь ур-н!о (1). Эти значе- 
я у’а образуютъ тогда нфкоторую функцию х’а — напр., 


#5), 
которая ип ваз. „неявною“, опред ленной урфемъ (1); по самому 
способу возникновеня понятя о ией очевидно, ято 
8, ФГ -О у... 


Теорема. Воли для взятато значешя аргумента п соотвЪт- 
ствующаго ему значен{я неявиой функц! и, опредЪаляе- 
мой ур1емъ (1), функц1я Р (=, у) иметь опредёленныя н 
конечныя частныя производныя нолн пор, при чемъ 
9 


0, то неявная функц!я имфеть конечную производ 


9 
водную по л, опред ляемую формулой: 
эЕ 
, 9х 
а еее 8) 
% 


Дфиотвительно, тавь какъ у есть сложное число, при чемъ 
Е (х, У) на очеть него обралцается въ постоянную величину (—въ 


Е д, 


нуль), то имфемъ 25-9 


откуда и получается выражене (8). 


Примфръ. Найта у,, внвя, что Аз? --2 Ву | 22-2 Ву. 


Полагая Ее.) 2 ла Ву -- бе риа Ву, 


иыфезны ЗЕ (де -- ВУ 1), 


9х 


а ствдь 
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$ 3. Производныя и дифференщалы высшихъ порядковъ. 


133. Опредфлеше 1. Производной »’го порядка или просто ой 
производной ваз. производная отъ (4-10 й производной; эти, 
такь наз, производныя высшихь порядковъ обозначаются такъ: 


= (дн ит 


Опредфлене 2. Дифференщаломъ *’го порядка или просто эРымъ 
ядифференщаломь идз. дифференц1аль отъ (п—П/то-дяфферен- 
ц:ала; онъ обозначается символомть 97 и. 

Тавныь образожь 49и-=4 (#4); @аи-=@ (@и); н т. д. 

Такъ какъ, по сдланному раньше условю, дифферекл!аль 
аргумента не зависить отъ самого аргумента, т0, сл№х. 
его дифферевщаль, т.е. второй, а потому и вс посльдующ:е 
дифференцталы аргумента равны нулю. 


Теорема: "ый дифференц1алъ функц/н равенъ про- 
изведен!ю ея пой производной на п’ую стевень диффе- 
ренц!аиа аргумента и, слёд., есть безк.-малан п’го поряд- 
ва относительно 42. 


Дъйствительно, имфя въ виду, Чо @ (4%)—0, поелЪдовалельно 
олучаемъ: 


4 


Фа вау. 
ит. д. 


наконец, 9“у= Убах", 


134. Найдемъ выражевя рроизводныхь высшихь порядков оть 
иЪкоторыхь простёйнихь функц. 


1) Очевидно, что тая производная алгебрической 
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суммы конечнаго числа фуккц! И разна такой же алге- 
брической сумм нхъ тыхъ производныхъ. 


2) у=(ах РВ) м. Непосредственно находимъ: 


ма. 


ии ааа авы 


т-—1 
а 


(аи В 
наконецъ, 
(хх + в)" ® ==т (м —1 {"—2)-. [№ — #1 ах + в} пам. 


й #х 
З)у=а”. Опять таки непосредетвенно получаем: 


о 2“ (Чо у: итд; 
ваконецъ, 
(@ (ша а“; 


въ частности, очевидно: 
‚ я ра 
#=( =”) =( в”) = ®”) =... 


4) у=ИХ. Во первыхь, имфемь, что ря 


поэтому 


‚ В ” 
р у 
), = Ух 


наконець, 


---1(8—1)1 
(1 Ще при п>1. 


5) у= шк. Равенство Зм х=008^, 


можно переписать такъ 
1 . т 
Эл = (+5: 


й й 
поэтому Яр „= яв, (+ -- 


=5щ (= +2 


Эш и х= Зв (2, 5) = 1 (+ 2} ит. д 


— 1 - 


(2) : = 
иакочедъ, $м х зип.) . 
6) у= 605х. Совершевко такъ же: 
Со’ —— Ил «= 008 (=-- 5). у 
и й < = вех 
: (е 4) = 008 {#-2. 5), Е 
, , = ча) 
Сов, == (05, ( +25) >) 
нед; 


Черт, 19. 
хаконець, 60$ Фх == 608 ( 7 5) 


135. Формула Лейбница. Эта формула, дающая выражене п’ой 
производной сть произведещя двухъ множителей-—симзолическ ая, 


она пишется такъ: 
(и) 


при услов1к замфнить по развертыван1и бнинома, 
каждую степень числа м ини о соотв тоствующей ег 
производной, а нулевую степень—самкмъ чкеломъ. 


Для доказательства ея справедливости, новзримъ ее сначала н& 
частныхь случаяхь, а затЪмь докажемъ, что если она справедлива, 
для ой производной, то будеть эфрна и для (и -|-1’ой. 

Бепосредственно, находикгъ: 


й 
х 


’ й 
(и ри аль г сои, №, = (ми), 


(иронае оной зал и ие со ви | 
1 й и! 2’ В й й й # ЧА! 
= о == (в 
Нм, о, и, ом, 9, ( .).-Е 
| у и), ша’)! = [мы ; 
Др 


допустимъ хеперь, что 


ира ии зв а * 
(с) сои сч эс, У --...-%, 


= и) эс, и" 79% + ы и" В и. . 9 
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х 


огла ее + и") ®. 


ВИС В и 
а „9 °, те "у 


х х х 


2% ыы И и 
у — м 1} 
Я и ы Н.Н й 
или, слд., ео (м-н. 


Прим, [6 5ш &) (ее-вия) {=} + (= За {=) Эш: х-йй хсо 
©5 а (=) +3 эх (=) +3 (=) Зи ра Вии 


= *.2. 0-8 005.2--3.2л.(— в 5) 22.(- бов) = 


— 6 Созл — 6х Эшх — 52 Собх. 


ГЛАВА УП. 


Теоремы Лагранжа, Ролля и Коши. 


136. Лемма. Еслн на участнь (4, 5) производная функ- 
щи все время положительна, то фуниц{я ка немъ растеть 
вМЪстВ съ д; а если производная все время отрица- 
телька, то функц!я при увеличени х’а убываеть. 


Дйствительно, такъ какъ у, 


й 

тдф е идеть къ нулю вме съ Дл; поэтому, когла у, > 0, 
Ду 

тои ^ё> 0, 

те. Ду дх имфють одинаковые знаки; когда же ра < 9, 


то И < 0, а слёд, Ду и Ал пмвють противоположные знаки. 


блёдств®. Если ма участка (а, 6) производная одной 
функц! больше производ- у 
ной другой при одннако- “ 
выхь величинахьъ аргумен- 
та, вачальныя же величины 
функц одинаковы, то и ве- 
личины самой первой функ- 
ци назтомъ участи боль- 
ше соотв тетвующихь ве- 
личинъ второй. Въ самомь 
ДЪХЪ, положныь, что 


Черт, 20, 
Г@=:@®, а РОУ в при воякомь ха; 
тогда ф-т @рЬо пе (®)—э 3], >0 


на всемъ участи (а, 6) и, сяЪи., /(л) —+(х} растеть выфотВ съ в. 
8 
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такъ какь при х=а эта разность равна нулю, то, прн веъхъ посл\- 
дующихь л’ахь оиё > 0, т.е. / (2) > () при воякомъ х> а. 

Эта теорема иаглядно поясняется черт. 21-мгь, на которомъ видно, 
что кривая у==Х (^) идеть выше кривой у==Ф(а). 


137. Теорема Лагран- р 
на. Если функшя я 
Л@)иея производиая 
жепрерывны (и, слЪд., 
опредЗлены) на всем 
участкЪ (а, 6), то от- 
ношен1е полнаго при- 
ращек!я функц! и въ 
соотв тетвующему 
приращен1ю арргу- 
мента равно вели- 
чин% ея производ- 
ной пра кЪ%хоторомь 
среднемь значен!и ар- Черт, 21. 
Гумента, т. е. 


й й 


пи /Я9 
‚ 


ое)" 


= И 


ты РыР (©, тд а<Её< в. 


Построныъ кривую, выражаемую ур-шемъ у=У(х), и проведемь 
сфкущую черезъ точки (а, /(а)) и В, Г); ея ур-ые надишется 


таль Тб. ЕИ Я) откуда Р-ЕУ (д лог @&—а); 


а 78) 


правую часть нослфднято ур-нён обозначимь черезъ $(л), таяъ что 


9) = 9-1, а, 
и, саб, 9) 1—7). 


Далье возможны два случая: 


)гф=УО), те 


тогда доказываемое равенстве существуеть даже ие при одномь про- 
межуточномъ значещи л’а, а при всякомъ. 
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РИМЕ / 


$'(®); въ такомь случа разность /” (д) — $’ () 


пли Ре 9—2 


непремЪнно должна на учаеткВ (а, 8) перемфинть знакъ, такь кажь, 
если бы, имапр., все время было /” (2) > 9’ (х), то, ныфя въ виду, что 
(а) = (а), мы на основан слфдетыя изъ предъидущей леммы за- 
ключили бы, что ($) > $ (©), между тёыъ какъ по условго 


70) =$0). 


Итакъ, 1) — м 158 на участкЪ (а, 5) м8Вняеть знакь; а 


ТАКЪ ЕВКЪ Эт фак непрерывна, то, по теорем Коши (№ 101), и 
заключаемъ, что 


го в —л 9 о м 70/9 =, 


$ —а $—а 
при чемь Е — числ, промьжуточное между и 5. 


Геометрическое зыражене теоремы Лагранна. Тахь какъ дробь И — 1 


зыражаеть угловой коэфищенть хорды А В, а / () есть угловой коофи- 
щенть касатежьной въ точкф (л, у), то можемъ теорему Лагранжа вы- 
разить тавь: если дуга А В кривой непрерывна и напра- 
влен!е касательной въ ней при перем$ щен! и точки кз- 
саня изм няется также непрерывно, то касательная 
въ нв которой промежуточной точкЪ куги параллельна 
ея хорл%. 


138. блдстве 1. Формула Лагранжа. 
Полагая $ =а-- №, имемь о <ё<а-рь и, сльд., Е=а-- ей, 
тд е— правильная положительная дробь; ноэтому, равенство 


и 2® = = ® 
можно переписать такъ: 


леы 1 @) = Л {@-- 8) 


% 
пли + (а-- 1) — Г (а) = в (@а-- 9). 


Это и есть формула Лагракжа, существующая, очевидно, 
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при усбови, что Х (*) и Г (9 былн непрерывны на участкь 
аа». 

139. бльдетве 2. Еслн пронзводная функци, зав домо 
непрерывной, тожественкно равна нулю на нфкоторомъ 
участк\, то эта функц! я сохравяетъ на немъ постоян- 
ное значеи{е, пбо тогда Г (а -- 9) 0 прн всякомъ й м, стьд., 
ло формулЪ Пахравжа: 


тео -щ=о, ви Геи лы, 
т. е. Е = <. 


Отсюда, въ свою очередь, вытекаеть, что лв непрерывных 
фуянц!н, производныя коихъ тожественино равны, мо- 
тутъ различаться лишь постояннымъ слагаемымъ, такъ 
какъ пропзводная ихь равности тожественно равна нулю и, слЪд., сама 
разность представля етъ число постоянное. 


140. Теорема Ролля. Если функция 1 (4) лея производная 
непрерывны (п, слФд,, 
опредЪ лены) на восемь 
участк® (а, 8), при чемъ 
врайн1я значен1я фуяк- 
ц1н одннаковы, т. е. 
Е @ = 0), то ея произ- 
водвая обращается въ 
нуль хоть при одном 
промежуточномь между ан 
значен{и аргумента. 


Дфиствительно. такъ хакъ 
=), 


то изъ теоремы Тагравжа: 


ии - 


сиздуеть, что РР ®-=0 при чеыьа< Ев 


Геометрическое выражен!е теоремы Ролля, очевидно, таково: если 
дуга А В кривой непрерывна и касательная мфняетъ 
свое заправлен1е также непрерывно, а хорда ея парал- 
пельна оси абециесь, то хоть въ одной промежуточной 
точкз касательная тоже параллельна оси абсциссъ. 
Въ таномъ видЪ эта теорема, очевидно, есть частный случай теоремы 
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Лагранжа — именно, когда ось абециесь выбрана параллельною хорд 
дуги А Б. 

141. Теорема Ноши. Если функц!и Г (^) из), а также 
ихъ производныя непрерывны (и, слЪд., опредЪлены) на 
всемъ участк® (а, 6), при чемь о’ (л} не обращается на 
немъ ни разу въ нуль, то отношен!1е нолкыхъ прираще- 
в1й функц! равно отношен!ю величинъ их производ- 
мыхъ при нфкоторомъ промежуточном значен1н аргумента, 


) — Га й 

те о, та<е<ь. 

Поетроивъ въ простран- 
«тв кривую, №, выражае- х 
мую ур—миу= (4), 2—7 (4), 
<проектируемъ ее на, плоскость 
УОР, что давтъ кривую с. Такъ 
кахъ функции ф (<) и / (2) не- 
прерывяы, то будеть непре- 
рывна и кривая М М, а, слЗд., 
и ея проекщя с, при чемь 
вся она будеть заключаться 
между прямыми А и 2В’В, 
ибо по условно $’ (<) не обра- 
щаелея въ нуль и, олфд., со- Черт. 23. 
храняетъ знакъ, а потому у при 
увеличен! х мЬняется все время въ одномь направлена. Съ другой 


<тороны изъ равенства, 


зыводимъ, что 


и такъ какъ по условно /”(х) и 9'’(х) вдоль дуги АЁМ непрерывны, 
при чемъ $'(х} не обращается въ нуль, что г, вдоль этой дуги или, 


иначе, вдоль дуги с мфняетея непрерывно. Изь всего этого выводимъ, 
что къ дуг с можемъ примЪнить теорему Лагранзна, что даеть: 


(а, тдь 04’ << 08’ 
Ш и 
И 


{при чемъ такихь чисель у можеть оказаться и нЪеколько). 
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Но такъь какъ по условио © (^) на участкЪ (а, 5) непрерывна и, 
какъ указано выше, мЬняется все время въ одномъ направлен, то 
она проходить на немъ черевь во величины, промежуточныя между 
ф (а) их(5), п при томь по одному раву, т. е, между ви 6 непре- 
мЪнно есть таков, при томъь единственное, значене &, при которомъ 


$8 =» 


а елЪд., 1) --1@®) _Р@ 


+5 -э® +6, 


при чемь а<Е<ь 


ГЛАВА УШ. 


Безконечные ряды. 


$1.00 сходимости рядовъ. 


142. Определен 1. Безнонечнымъ радомь или гросто рядомъ, а 
такзие строкой наз. совокупность безконечно-большаго 
числа членовъ, соединенныхь другъ съ другомъ зна- 
ками -|- или —: 


ие — щи Ри, м. Рича... 


Опредьлене 2. Рядъ наз. сходящимея, когда сумма 5, его 
первыхъ и членовЪ стремится къ опреджленному и 
едииственному предзлу при увеличен1т # до со, по ваному 
угодно занону; во возхь остальныхь случаяхь, т. е когда 6, ра- 
СТеть До 22 вмЪст№ съ я, либо прец. 9, зависить отъ за- 
хона увеличен!я я, рядъ наз, расходящимся, 

Простьйнци примфрь ряда-—безконечная теометрическая про- 
гресбйя: 

вает... (..... . @ 
для нее, полагая  б„=а-Р ава... +9" 1 


имъемъ, какъ извЪотно, что если только 95:1, то 


Считая дальше, дия опредзленности рЬчи, что «> 0, заключаемъ, что 
если |0! < 1, то рядъ (1) будеть еходящимся, ибо Пред, (5. „= 


танъ какъ тогда Пред, (°). 
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Ест > то 8, раслеть до -Е со выветЪ съ и, таюъь что 


рядъ (1)--расходящйся. 
Если 9=1, то 8, ложе растеть до Роз, ибо тогда просто 5, = аи; 


значить, и въ этомъ сжучаЪ радь (0)-расходянийся. 
Если 9-1, 10 5, =а-ара-а-4- (0 а" 


и, олвл., и=0, а м-та, 


такъ что Пред. (5), « Завиенть отъ закона узеличешя я; сл®х., 
рядъ (1) опять таки расходянийся. 


Ваконець, когда < — 1, 10 


а слЪд., и (5) 
спучаВ рядь (1)- -расходяпийся. 

Итакь, безконечная геометрическая прогресс!я 
представляет рядъ сходящЕйся тогда, и только тогда, 
когдавя знаменатель--правильная дробь (оложительная 
илн отрицатедьная—вее равио). 


равно либо -|- со, либо — сэ, такъ что и вь этомъ 


Опредфлеже 3. Суммою $ сходящагося ряда наз, предфяъ 
суммы 8, его первыхъ в членовъ: 


$ = Пред. (3, 


т... 


143. Теорема 1. Чтобы рядъ былъ сходящимся, необходимо 
стремлен!е къ нулю его такъ ваз. „общаго члена“ и, прн 


увеличении и до о. 


Въ самомъ ДЪШЬ, 9, ==, +, Р... Рин, = 8, т 


д сот, Пред (8), „5 Прел, (5,1), „ед, (мы 
а такь какъ по опредфлевю сходящагося ряда, имемъ: 
прах. (54). „- Орел. (8% 1}. 


то, значить, Пред. (=). =0. 
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Указанное услов1е еще че достаточно, что легко по- 
вЪрить на такь наз. гармоническомъ ряд“: 


вилимъ, что всф члены каждой суммы въ скобкахъ—больше послд- 
няго изъ нихъ, знаменатель ме его вдвое больше ихь числа: поэтому 


1 
каждая сумма въ скобкахь больше >, а сльл, сумма всего ряда 


1 
больше со. 5, Т.е, и сама = о. 


144. Теорема 2. Чтобы рядъ быль сходящимеся, необхо- 
днмо н достаточно, чтобы сумма Ё его членовъ, вачниая 
съ рьте 


миа. шью 


стремилась дъ нулю прп увеличеи!л л до сэ, наково бы 
ни было К (хотя бы даже оно само росло до <> н при томъ 
несравнимо быстръе, чъмь я). 

Въ самомъ дЪиЪ по теорем № 55-го услов!е, пеобходимое и до- 
статочное для того, что бы 6, при и, растущемь безгранично, стреми- 
лось кь опредвленному предфлу, состоитъ въ томъ, что 


Прел. (вы-ь-—8), »=0 пры воякомь #; 
а какъ разъ: бб рр Рича Р-Р ны 


1АБ. Теорема 3. При язсл& дован1н сходимости ряда можно 
отбросить нюбое конечное чнело его первыхъ членовъ, 
ибо изъ равенства: 


В аа Ни Нии а ии а Ри) 


В Й И 
или Вр = ба Ра» ГО би ии Ри рэ, 
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слфдуеть, что еели о„ при увеличени! # ло ео имфемъ опредъленный 
предьль, то иметь его при этомъ и 5,, л обратно. 


146. Опредблене 4. Рядъ наз. знанопестояннымъ, когда всЪ 
члены его, начиная съ нфвотораго, положительны; и знанопере- 
мфннымъ, когда они, тоже начиная съ нёнотораго, поочередно 
то положи тельны, то отрицательиы. 

Очевидно (на основан и послфдней теоремы), что въ знако- 
постоянномъ ряду — постоянство знаковъ членовъ, а въ 
знакоперем нномъ —ихъ правильное чередован!е мы 
можемъ, при изученм сходимости, предполагать съ перваго 
же члена (отбросивъ, въ случаЪ надобности, предиествуюлие члены). 

ЗахЪфтимь еще, что, перемфнивь въ случа надобности знаки 
вовхъ членовь ряда, можемь въ знаконостоянном ъ ряду 
вс его члены, а въ знакоперемВиномъ — первый изъ 
нихъ считать положительнымъ, 


147. Лемма. Если чиены одного ряда съ положитель- 


яыми чненами Ре, +... уе: ©), 


начиная съ иЪкотораго, меньше соотв тотвующихь 
членовъ другаго ряда съ положительными членами 


ии... ©, 


то первый будетъ сходящимея, еслн второй — сходя- 
щИйся, и паоборотъ— второй будетъ расходящимся, если 
первый — расходящ! Ися. 


Диоствительно, пусть 4, < о, прн воякомъ # > эм, 
| 4 4 


] | 4 
тогда м би а Мы а Нав. 39мм р: 


ще... -...; 


поэтому, если рядь (5) — сходящйся, такь что его сумма 3, не ра- 
стеть безграничие при увеличен я, то не будеть такь рости и сумма, 
©» ряда (м); з тань какь, однажо, послФдняя растетъ вое время вмБетЬ 
съ и, то она стремится при этомъ къ опредленному единственному 
предЪлу, т. е. и рядъ (%) — сходящййся. 

Наобороть, если рядъ (и) — расходянйися, то его сумма °„ растеть 
безграиично выфст® съ и; тьмъ болфе, значить, сумма 9, ряда (4) ра- 
стеть безгранично вмЪфотВ съ я, т.е. и рядь (2) — расходяцийся, 
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ПримЪръ 1. Такъ какъ гармонически рядъ — расходящёся, то тёмъ болве 


буцеть расходящимся рядъ 1 


1 
+ + } 
Гу РУБ Туя ` о, 


1 
ПримЪръ 2. Рядъ --5- Е 


2 


для котораго имфемъ 


м - +6 -3)+(5-03 


и, ольж., пред, (Зи)и..ю == 1, тень что овъ — оходящёйся, 


148. Теорема 4 — признакъ Даламбера *). Всли предз ль отно- 
шен!я общаго члена знакопостояннаго ряда къ предъидущему, 


и, 1 . 
т. в. Прел. (и меньше 1, то рядъ —сходящ! ся; если 
й 
этотъ предфъль больше 1, то рядъ — расходящЕйся. 
р 
ие ) — 2; если р< 1, то, 
9..6 


Ир 
взявъ произвольно число 9, промежуточнсе между рн 1, такъ 
и --1 
в 
стремясь къ р при увеличен! #, будеть меньше 9 пр всякомь #>ж; 


Дзиствилельио, пусть Пред. ( 


что р < 4« 1 можемь найти такое чиело т, что отношее В 


тотда, 
1, 
нь --1 
— < или # < 94 
Ри -$ т --1 ЗЧ, 
ва 
в- 2 
“и 4 ИЛИ Чо ФА, 
Чт) у 
чз 
8 ИЛИ бр 92, 
9 --% у 


ит.д. 


такимъ образомъ члены даннаго ряда, начиная съ и„, ||, меньше с09т- 


Призяаками оходимости наз. простые вначитичесме приемы для 
сужденя о томъ, будетъ ли рядъ сходящимея или расход ящимея, 


Ща - 


вЪтотвующихь членовъ сходящейся (ибо 9 < 1) геометрической про- 


тресет 9, 


отсюда, на основана предъилущей леммы, и заключаемъ, что данный 
рядь--сходянийся. 


Наобороть, вели р.>.1, то при достаточно больтломь ® откошене 


Ч 
— и `- настолько приблизится къ своему прелфлу р, что будеть уже 
» 


затъмхь само всегда > | такъ что дальнЪйиие члены рада ока- 
экутея возростающими; а мы знваемъ уже, чторядъ въ этойъ спучаь— 
раеходящИйся. 

Такое же заключев!е получимъ, очевидно, когда 


2 1 
при чемъ отиошен!е —отреинтея къ 1, убывая; тогда, 
ый 


ВЪдь, тоже оно, начиная съ икотораго м%®ета, всегда > 1. 


“1 


Бели же Пред. 


Чу 


в 


при чемъ отношен!е стремится иъ 1, возрастая, то 
сказать на основан!и признака Даламбера-—будеть-ли рядъ 
еходящимея нли расходящимея, нельзя; по этой причинф случай 
этотъ наз. бомнительнымъ влучаемъ признака Даламбер а“. 


ЗИ 
Прим, 1. Радь Рае 
—сходяпИЙся ири зсяхомь л”ь, ибо для лего 


а Е _ 
по (9, со Е, очи, 


1 1 1 1 
Прим. 2. Рядь раза а... 


—расходящися, при чемъ для него 


1 
+) 


М: 


р 
п отношевю ИЕ, очевидно, растеть мот съ и. 
й 


+.- 


имбемъ, что 


тажъ что это отвошен!е растеть выБстВ съ х, пызя предфломъ единицу, & между 
тЬмъ ощь, дакь мы видфли въ въ № 147-мъ, оходящйся. 


149. Ошибка и понравка при пользовами знакопостояяными радамя. 

Положиаеь, что вм№сто суммы 5 воего ряда мы взяли только 
сумму 5» его перрыхъ п членовъ; тогда, очевидно, мы одълали 
ошнбку, для уничтоженя коей нало къ 4, цобавить поправку 5„, 


при чезгь 5, = Пред. (ме ия), 


о 


Теорема. Поправка 8, въ случа ряда съ положитель- 


ными членамн сама положительна и меньше посяфд- 
няго, принятаго во вниман{е, члена и,, умноженнаго на 


9 й 94-1 
дробь. тдъ в, — наибольшее значен!е дроби ——- 
бя х 


пря разничныхь &>»,т. е. 8, Зи, = . 

(Очевидно, что ошибна при зам нв 5 черезь 9, отли- 
чается отъ поправв:и д, лишь знаномъ). 

Дьиотвительно, вопервых, что 5, — положительна, ясно само 
собой, ибо всЪ члены ея положительны; а во-вторых, изъ опредё- 
леншя в, олБдуеть, 

% 


и: 
аа -2 Е] 
ето <, 9, - 

т, Й ат о 
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или Мн 35а. Чи, би бы, На < бам, ; 


Чи, |2 < и, итд; 
а слЬд. миа, ра «в в, и, -- 
. , , 
Зои и 9% и, |... , 


8 
я. е. ит 


ЕТ 
и 


Замфчане. Если отношен!е ‚ начиная съ &-=и, все 


время растетъ, то, очевидно, 


9, = Пред. (ы ) 


эсли же это отношен1е все время убываетъ, 


и 1 
то в, =-Е. 
м 


. 1 1 2 
Прим. 1. Ряль 1 Ра... 


звыражающуй зкело в, какъ мы зваемъ, сходящйел; пря этомъ отношеше 


и, слЬд. убываеть при увеличены & поэтому, 


сое но на 
возьмемъ за праближенную зеличиву чнела г, 10 „= т п, сльд., попразеа 
ии 
< ИР они в" 
ря 
ть 0 < вы <, таль что ета. | а |-...4 а ‘. "=, 


что видъли и раньше. 


Прим. 2. ля ряда 5 - 


р: 


ть 


пифемъ: 


8-Е 
1 1 к-т 
т) р 


› такъ что рядъ этоть—сходящися, отношене же = 


2 


а Прод. | 


НЕТ. 


очёвидно, растеть вмзстВ съ А; поэтому 


Фи = Пред 


и, сви, 


такъ что можемъ положить 


1 
и - +... 


2#—т 


тд 0<0<ьЬ, при чемь 6 


150. Ряды незнаволостоянные. Тажь называются ряды, въ *ото- 
рыхь чдены мфЕяють знакъ, но ке по очередно. 


Теорема. Незнакопостоянный ряцъ будеть сходя- 
щимся если рядъь составленный изъ абсолютныхь 
величинь его членовт, будетъ сходящимся; при этомь 
его сумма равна сумыЪ вофхъ ето положительныхъь 
члеиовъ безъ суммы вофхъ отрицательныхь. 


Дъиствительно, обозначимь черезъ 9, 1, ... 9, полонеательные 
заены изъ суммы р... 4, 
а черезъ %,, %,,... ®„-—абсолютныя величины ея отрица- 


тельчыхь членовъ, такъ что 


ыы 2 бар. 6, 


при чемъ, конечно, &--м =. 


— 128 — 


Ясно, что # и 2 раетуть безгранично вмЪот% съ п, ибо иначе 
данный рялъ, иачвиая съ нБкотораго зрбета, сталь бы знаконослоян- 
нымь; кром того, тажь хакъ, очевиляо: 


пы ЕвНЕ - ра-еы Е ... ва -Е . иы, 
то ао, ... кр ръНН ... Вим! 
= ры о. ии «ры... Вы 


но по условйо рядь 


о В 
Ми що ИН... 


сходяцийся п, свд., сумма любато чнела его чиеновь конечна; зна- 
чить, ть болфе суммы 


в ча 
о п ча, -Н... 


ра 
че 


остадотся конечны; а такъ какъ оиф фрастуть вмфеть ось Ё и съ и, 
т. е. выфетВ съ и, то он стремятся къ опредфленнымь предвламъ— 
кайр., 5’ и 8”. Поэтому и 


Пред. (м-н... Ри, }, = Пред. (> Ныне +), + 


5’ 


Пред. (12, Ра 


1 
бы) „т 
что и докавываеть теорему. 


Сльдстве. Незнакопостояиный рядъ будетъ сходя- 
щимся, 


если | Прод ( 


Сходянийся кезнакопостоявный рядъ, абоолютныя зведи- 
чины  членовъ коего образують тоже рядъ  сходиящийся, наз. 
абсолютно-сходящимся; очевидно, что поправка 5, къ 
сумы» 5, первыхъ и членовъ такого ряда меньше 
соотв тетвующей поправки для ряда, образо ваннаго 
изъ абеолютныхъ величивъ эзленовь даннаго ряда, 


Незнакопостоянный сходящ]Ися рядь наз. полусходя- 
щимся, есла онъ не абоолютно-сходяцийся. 
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Знакоперемённые ряды. 


151. Теорема 1. Пели обицй членъ ин, знакоперемья- 
наго ряда в — им, м-р... (тдЬ ве числа ча, ме, 
н.,,.. положительны) стремится къ нулю, все время убывая, 
то рядь будетъ сходящимея. 

ДЪюетвительно, разсматривая сначала сумму 9» четнаго числа, 
первых» членовь н нанисавъ, что 


Эжен и -- о — т 5 1—8), 


видимь, что 55, положительна и растеть вмфегв съ я, ибо по 


условцо каждый двучлень въ екобкахь подолимеленъ; но это воз- 
ростан{е не пдеть до ©, ибо. напиеавъ, что 


Я =: — (#2 — 3) (14—%5) — 5. (№2 _2— Мои — 1} а, 


ВИДИМ, что по той же причин 85, <; при всякомь я. 
Отсюда (№ 52) заключаемь что 5›, при увеличен я до со стре- 
матся въ опредфленвому предфлу 9; а такъ какъ 


аи 189, 1, 
оп Пред. (Зы 4+1) = Пред. (8)-- Прел. (ши) = 8, 


бо, по условию, Пред. (а +) 0. 


и... © 


Такимь образомъ, при указанныхь вь теоремф условяхъ сумма 
8„› при любомь законф увеличен п до ©о, стремится къ опредЪ- 


ленному и единственному предфлу 5; слфл., данный рядь-сходя- 
ийся. 
1 и 1 
а 


—1 
— сходяцййся, ибо для него ме (-- 1) 1 и, слёд., ицеть къ нулю 
все время убывая. 


Прим. Рядъ 1 р | 


Замфчане. Если абсолютныя величикы членозъ знакопереыВннаго 
ряда, схремясь къ нулю, то убызаютъ, то растут, то рядъ мо- 
зметь оказаться и сходящимоя, п расхоляшщимея. 
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За? Бе 
тя — 


Прим. 1. Рядь Энни 


абоолютно — оходявИйся, ибо абоолютныя пеллчивы его чденовь меньше соотвт- 
ственныхь членовъь сходящагося ряды 


ирр: _Эеи-- ра, ия {5 эвето 


между тм ны”! ФЕ": в Я “"За® }’ 


ил 


Ч: 
такъ что | —— будеть 10 > 1, 10 < Ь ге, вбоолютныя величины чненовъ хо 
д 


растуть, то убывають. 


Прим. 2. Дия ряда 


1 
Ув: 


1 и 
— УЗ! УЗ- 


+ 


ТУЗ: У 


пыъемъ, чта каждый положительный членъ больше абсолютной велачиаы пред- 
шествующаго ему отрицательнаго члена, ибо 


Инь ИСУ ЗИ аа И = 


= Рн ЗИ лу; 


во этоть рядъ--расходянийея, ибо копарвое сложен! его членовъ обращаеть его 
въ гармоничесяй рады 


ЕЕ +... 


152. Теорема }. Поправва 5, для перехода отъ суммы 
Я первых в членовЪъ знакоперем% ннаго зходящаго 
ряда, удовлетворяющаго усломямь послЪдней теоремы, къ сумм» 5 
всего ряда, имфетъ знакъ перваго отброшеннаго члени, 
но меньше иего по абсолютной величин, а слжд.. 
т%мъ болфе меньше послздняго, принятато во вни- 
ман]1е, члена 1, 


Тань ванъ =", о 


= Пи, уз. .., 
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то ВЪ справедливости теоремы убЪфдимея, налисавъ, что 


ыыы... 


и = а 3) — бы) ..] 


д основываясь, какъ въ предъидущехь №-%, на томъ, что абоошотныя 
величины возхъ членовЪ постепенно убывахотъ. 


Ряды съ номплексными членами. 


158. Опредфлене 1. Рядъ съ комплекснымн членами 
био, Бы --.... б-р д... 


наз. сходящимся, если вещественныя части его чле- 
новъ и коэфиц!енты въ нихъ прн фобразують отдЪльно 
ряды сходя щ1еся, 


Опредфлеше 2. Суммою ‚5 сходящагося ряда съ комилекс- 
ными членами наз. предълъ суммы 6» его первыхъь и 
членовъ. 


Теорема. Въ сумы сходящагося ряда съ комилекс- 
ными членами вещественная часть ип коэфиц1енть при 
Й равиы соотв тственио суммамъ рядовъ образовая- 
ныхъ вещественными частями членовъ даннаго ряда 
и воэфиц1ентами въ нихъ при 6 Дфйствичельио, полагая 


=, в абы 9 -бь о, д--.. 0-0, 9, 


нмЪемъ, нажь извфетно, что 
, <" 
Я а --.. чп ба а... Ра, 


а сад», 


= Пред. (8, ), гПрел. (5, 


е +... в 


8 —Прох (5,), = хе [5--8, 


Пред. (“. | - зи, |-* Пред. (ее) 


пы пФ 


Теорема 2. Если модули членовъ комплекснаго ряда 
образуютъ рядъ сходящ1йся, тои саме комплексный 
рядъ — сходящ! Нея. 
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Дйствительно, обозначльь черезь р, модуль члена и„-]-т, #, 


имЪемь: > 
откуда кии же, 9, «о: 
позтому, если рялъ  р-ры Ра... Р-Р... 


— схолялийоя, то п ряды 


| го 
и, 6 т. Ри... 


—сходанцеся, а потому будуть осходящимиея (и даже абоолютно— 
сходящимися} ряды 


тии Шон ен. , 


т.е. ряль (вр 


Пень АЕ. бы ый. 


$ 2. Разлонене функщй въ ряды. 


154. Формула Тейлора для цЪлаго мпогочлена. 
Пусть /@) есть цфлый многочлень я’ой стенени; раскрывая скобки и 
двлая ирпведене, получаемь тожественно: 


ТлЬ всЪ коэфищенты А суть цёлые многочлены относительно а, но 
не завнсятъ отъ Л; поэтому, дифференцируя это равенство по- 
слфловательно я разъ по # и принимая во винмая!е, что въ лБвон 
части стоить функшя сложнато числа а-Рй, производная коего по № 
равна 1, получаемьъ: 


Га+-в=А-А, А-а, --.. пт 1 | 
Рав =94,--3.3 46-3. 44, |... ион, т? 
ета. а. 8.4... а 8) ити" 8 | ®, 
итд. 
наконенъ, ИА (а--№=2.8.4... (#2) @—Пта, } 
посл чего положене 1 ==0 въ’ равенствахъ (1) и (2) даеть: 
=, Ро=А,, ’@=зА,, Г" =2.34.,... 
Ка) =2.8.4.. (Пт), 


ря „= ля) м 


откуда 4 ==/(а), 4, / ®, ие --- 


Подетавляя эти вначевя вь равенство (1), находимь: 


де г” 5” =) 
та-- у -- ад -- "ФР Ом... 6). 
Это п есть формула Тейлора для цфлако многочлена, 
дающая разложен!е /(а--1) по цЪлымъ степенямъь при- 
ращения 4. 


155. Формула Тейлора вообще. Положимь, что /(х) ееть любая 
функшя, удовлетворяющая ‚пипь условйо, что она сама п всЪея 
иропаводныя до (п-1-170й включительно непрерывны 
на участь (а, а), и поемотримь, нельзя ли п въ этомь 
случаз представить /(а--#) подъ внломъ суммы 


а--" ®ь _. Ар, 


для чего обозначимь разность между пими черезъ Л, , чакъ что 


. и“ 4 
ага Ин... ко 


т аи" тва ть. (9. 


Это равенство н есть формула Тейлора для любон фуньцши 
>), в В, нав.ея „остаточнымъ членомъ“; и очевидно, что 
зесь вопросъ—яницть въ томь, что бы найти выражен для В». 

Съ этой цфлью мы предетавимь его подъ видомь произве- 
дея Р,. м, 

& затфмь, положивь еще 


а--й=2 п, сад, й=ь—а, 


перенесемъ вь равенствЪ (4) во чяены въ лвую часть; тогда по- 
лучимь 


ооо Фра о... 


(в — 1) и—1 (2) ( Е 
в но - ар, 6—9 =0.... 6). 
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Обозначимь теперь черезь о(х) ту функцию, которая получается 
изъ ЛЬвОЙ частн постьдияго ур-Шя оть зам ны а иа <, такъ что 


ое" 


а) в в 6 


6-9" — Р, (6—5... (8); 


тогда, 


79. Ро —/ а --7 


е-в 


Вы Бер" - *]- [4 аа 


в — э-ИЬ, „В — 1; 


и такъ кагъ, очевидно, во члены злфеь, черезь одииъ, взапмно со- 
кращаются, кром 3-го съ конца и постЬдняго, то 


_ + ы 


$) о - Р.В - ..... (7). 


1 
Это выражене, выБотЪ съ выражещемь (6) дли самой фуньши 
2(^), ноказываеть, что, велздетве сдфланнаго выше услошя о непре- 
рывноети {(л) и ея производныхь иа участкЪ (а, а--й), т. в. (а, ^), 
будуть на немъ непрерывны также $(х} и $’ (х), если только КЪ1 
(ибо иначе $’ (х) обратится въ се при л==6). Но очевидно, что ф (6) =0» 
ибо сумма первыхь двухъ членовъ и каздый изъ послздующнхь въ 
выражени (6) при х==Ф обращаются въ нули; въ то ме время и 
Ф(а)=0, ибо Ф(=) при х==е превращается обратно въ лЪвую часть 
ур-шя (5). Поэтому можемъ къ фувиня $(^) примвиить теорему Ролая, 
т. в. написать, что 9’ ()-=0, ГБ а<Е<Ь наи азё<афт ев 
—=а-- 601, при чемь 0<60<.1; такимь образомь, благодаря выраже- 
за (7), нмвемъ: 
я 
и р ЯР, 6—5" 


и-и ий 
откуда Р,=— в." . 


ит 
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ео вит 
и, значить, В, =. в - №; 


замбняя же здфеь Ь и Е ихь значешями а--й и а--04, имжемъ: 
ВЕ (0-1) а АА =) Ь 


1. ой — 
и, ежвд,, вт а пи "т а 


1.2.3...п 


причемь 0— правильная положительная дробь, вели- 
чина коей зависить оть вида функц!и { и отъ величины 
чиселъ а, тиф. 

Это выражене остаточиаго члена дано Шлемильхомъ; по- 
лагая въ немъ #=1, получимъь выралкее, данное Коши: 


а 
 — 73 


п--1 получимъ выражене, данное Лагранжемъ: 


Рю + 
1.2.3 0-1) 


при чемь 6, н 0, —правильныя, не равныя ни другъ другу, 
не дроби 09, положительныя дроби, величины конхъ за- 
висятъ отъ вида функц! и Дн отъ величины чиселъ а, # и я. 


156. Рядъ Тейлора. Всли функц:я /(\) и ея производныя 
вакого угодно порядка непрерывны на участкЪ (а, а--л), 
а остаточный члеиъ В, стремится къ нулю прн увели- 
чени # до сэ, то можемъ его отбросить, продолживуь зато пред- 
шествующую сумму до ©5; пря этомь получаемъ такъ наз. рядъ 
Тейлора: 


ао Яе-, 


и 


Замфчаще. Если /(х) —есть цфлый многочленъ »’ой отепеки, то 
рядъ Тейлора, очевидно, оборвется самъ собой на член съ #^, ибо 
тогда /\л) — число постоянное, в слфд, во онъдуюния производныя 
тознесхвенио равны нулю. 


157. Фориула и рядъ Мавлорена. Они получаются изъ прелше- 
ствующихъ замъною числа «-— нулемъ, а й — момъ; это даетъ: 


Формула Гаклорена: 


тот 


2: 


{п) 
т и ® хп 


-...-В 


и: } ох альт к 


.. остат, чл. Шнемнльха 


2.3. к 
+" в 
либо Вито. те За-вух"-т.. ‚о Кошл, 
а В И 
либо В, == тих р й ‚ Лагранжа: 


и радъ Маклорена: 


оу Е © ры ‚ Г” ® 
тд =. ох рр. 


158. Выраненше безн.-малаго приращеня фуниши посредствомъ ея 
дифференцаловъ. Если въ формул Тейлора замнимъ #, хакъ прира- 
щеше аргумента, на 7х, то, перенося еще первый чдешь правой 
части въ лфвую, получимь: 


Ха--в — га = 


замфияя же а на х и вспоминая связь между дифференщалами выс- 
шихъ порядковъ и соотвфтетвующими производными, выражаемую 
равенствомъ: 


®у=у®а 
можемь еще налисать, что 


42 
И: СА м МР 
дла фа ао! 


х-- ах. 


159. Формула и рядъ Тейлора цаютъ разложен1е 
функц!и отф аргумента съ приращен1емь по цЪлымъ, 
поножительнымь и возрастающимъ стебекямъ этого 
приращен:я; а формула н рядъ Маклорена лаютъ рав- 
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яошен!е самой фуниц!и по подобнымь же степенямъ 


самого аргумента. 
Для разлозкеня какой-нибудь функц въ ряль Маклорева надо, 


очевидно: 
1) найти апалитичесвя выраненя вофхъ ея производныхь; 


?р опредЪлить значеня функц! и п вс хъ ея пронзвод- 


ныхт прп х=0; 
3) найти границы значе х’а, при которых ряль 


МОЕ 
1.8 


де» 


будеть сходядимся; 
п 4) убЪдиться, что Пред. (Ви) о 


Ш. 
т 


—=0 при этихь же 


значен1яхь л'а. 
Призожиыеь это къ ифкоторымъ простЪйшимъ фунищямь 


160. Разложене степенной фуннщи (1--х)/” при какомъ угодно 
показателЪ #7. 


аа”, 


в—1 


Палагая 
до. вара 
Ра). тт ва)", 


9 тт ифва-х”-ь 
ит. д. 


находим 


нра", 


109 (д) отт — 1) 8—2) (ти 


Ио ож (тт бивак" 


откуда УФ = 
А®=иь 


М (о=тн-1), 


Р’®=ти— (т), 
ятя, 


Хо) = тв — 1) (п —3).. и —в 9), 


роду и-1 


етот он — 1) (2). т-в- тя а 
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поэтому рядъ Маклорена для фуньщм (1--х)” налишется таз: 


+“ я 


Что бы узнать теперь границы значен!й л’а, при какихъ 
этоть рядь будеть сходящимея, воспользуемся признакомь Даламбера; 
тавъ какъ 


__ ив — Юя 


Я 
а] _ (о и-ь | __ 
то Пред. | - ре | = Пред лм } = 
н.о н-® 
| 
= вет | й .| =-, 
1. 


а сяЬл., рядь (1) будеть оходящимся при мм < 1 и расходящимея при 
щ.>Ь, каково бы ни было ж. 
Предполагая теперь, что услове еходимости выполнено, т. е, что 


< 


<ь 


раземотримъ остаточный членъ; беря его подъ видомь, даннымь Котти, 
имвемъ: 


ре’. 


в О И те и 


я Т.2 
Ш 1/10 
или В, =тАа 0) 1; Я 
тлЬ ди ии) и, 


1.2.3 -.н 


Изъ пяхи мяожителей, образующихь Л, первый н посльдеш 
(п и х) суть числа конечныя и не зависять оть я; ередийг множи- 
тель (1-- 9х)” —1, хотя и ыФняется высот съ п, но тоже воегда, 
остается конечнымъ, нбо Ох9<1 и [х|<Ь а олд, 1-Е Вх ве 
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можеть еталь разно нулю. То же можемъ сназаль п про четвертый 


эножитель (Ее, 60 еслн х положителенъ, то сразу ясно, 


что 1-7 Ви 1 — 


если же х< 0, 10, полагая х= у, гдЪ, ковечно, О<у<1, 
пыбемь: 1 О0х=1—Ву>1— 0, ибо 9у<9: значить, въ обоих 


случаяхь 


и—9 
& потому и (: в)" < т, 


наконепъ, мкожиатель А предетавляетъ, вакъ легко ВИЛАТЬ, членъ 
®„ разложешя (1-- =)” 1 въ рядъ Манлорена, а тажъ какъ этоть рядь 
при | < какь мы видЪли, будеть оходящимея при любомъ пока- 
затель двучлена, то его обыйй члечъ т, долженъ схремиться къ нулю. 
при увеличен и до еэ, т. е. прех. (4), =0. 

Ивъ всего этого слфдуеть, что пред. (В, )„. ==0, а, значить, 
когда х—правильная положительная или отрицательная дробь, то 


— —1 —2 8 
ее. 
и. ......... ® 


прин воякоме #. 


Для облегченя запоминан!я этого разложеня полезно замФтить, 
что коэфишенты его составлены по тому-же закону, какъ въ формул 
бивома Ньютона. 


Прим. Если (5) < 1, 10 11: 
| 


а замвна х на—х даетъ 


. % 
161. Извлечене корней. Такъ какъ и а", то, замъняя въ 


| й 
равенств» (2) п ча.., получимь формулу, дающую разнотеще 
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т 
У '->: по цфлымь и подоятительнымь степенямь да при условии 


ято х < Г именно: 


в 
у ре=1 - 


зв, ое Ш м1, оби Е 8 
эл И г и — 1.2.3. (;.) ии 
т — 1) —Тух й 
еее. (3). 


На практик для прибяиженнаго вычиоленя я паъ даннаго чис- 
ла а съ помощью разаожевя (3), надо представить это число 
& въ вид произведентя #"" Ц -|- д), гдф@ — яъкоторое рашональ- 
зое число, а д! < 1; при этомъ, тавь клыъ вь знакопереминомьъ ряду 
легче, камь мы энаемъ, судить о разиБрахъ понравки 5,, рядь-же (8) 
будеть законоперемфянымь при х>0, то лучше подбирать © 
такъ, что бы хвышао положительнымь, №. е. очевидно, 
такъ, чтобы уловлетворялись керавенства "Са 32”; при этомь 
рядъ будетъ сходиться тъмь быетрье, чЧЪмь х мевьше 
т.е. чм 4 меньше превышаеть число &»; 


^- 
прим. 1. Вытполить И съ точностью до 0,01. 


меж: 


+ 


— Не — 


и такъ гакь этоть рядъ-знакоперемфнный, то, полагая 


ель, съ точностью до ОД пмвемь 


У == З[-ново } эд-нор эт. 


Прим. 2. Вычиенить \/-3 съ точностью до 0,0001. 


382 Е 
> то, елбд, Г 3828 надо вычисийть съ. 


3 
Такъ вакъ Уз = 


1 
точновтью до 550; во 3328 —3125 -|- 203 =53 -|- 203, 


такъ что У з828 —1 53| 
1. зи: 
5 208 5 \5— 


‚ 23 4 [208 8 4.9 (2 | 
=5]1-+1595— (15895) +758 508)... 


и такь какъ 5. 


203 203] _5 15 ри 
во 2.25) |= з | {001299 — 0.00084] — 1.101265 — 52058 


съ точностью до 0,0001, 
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162. Разложеше 1 (1-|-х). Полагая /(5) 1#(1--\), непосредетвенно 
заходныъ: 


уефа ) (Е @=иИ=0. 
ро пдеач“", | | =, 
Ф=-ь 


о 0.1.2, 


д) спа. зат мн (0) = (—1}.1. 
птд. | ит.д, 
о ста ‚3.8. | | | 1 11.2.8..0-—1), 
АИ | 
+0 ки - | ром вы», 
ие, | | авы 


Поэтому рядъ Маклорена въ этомъ случаЪ панитшется такъ: 


т 


Уре 


ис 


кли очи. .+С- +. ... (@) 


Что бы найти границы значен!й л’а, нри конхъ этоть 
рядъ будетъ сходящимся, примёнимъ иризкакь Даламбера, 


ие 


, . опята _ 
такъ какъ 0, =(—1) ян 9, = И рр 


1 
—- Пред. т\ =-х, 
- ® %...5 


откуда заключаемь, что если м_>1, то рядь (4) будетъ расхо- 
дящимся, а если |*| <1, то —сходящимоя, кромЪ того непо- 
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редственно видимъ, что онъ будеть расхонящимся при #=-— 1, ибо 
обращается тогда въ тармоничесяи: 


тт: 1 1 
— [1 за» +.. |, 
п оходящимся при х—=\ ибо обрадщается тогда въ такой 
11,1 
На 


такпыь образомъ м, для сходимости ряда (4), долженъ удовлетворить 
услоямъ: 
—1<х<1. 


Предполагая послдн!я удовлетворенными подъ 
зидомь —1 < -<1, разомотримъ, наконець, остаточный членъ Ё„ ; 
взявъ его въ форм, данной Копи: 


1) а 
В, = а 9 ат", 


ныемь: 


и 1.2.3 щь в" я „(або +! 
арын" ео" (28) ГЕ 


Если х>0, 10 ясно, что 1--05>1— 6, ибо 6> 0; если же х< 0, 
то, полагая х== —л, при чемь ужё 0 <у<ь имемь: 


1 0=1 —0у>1— 8, ибо 9у<0 


значить, въ обонхь случаяхь 0< = < 1, 
® 
а слВд. {: 8) не можеть превыенть единицы; съ друтой стороны 
1--@х не можеть обратнться въ нуль, а пред. НИ — 0, 
ибо х— правильная дробь; изъ веего этого мы заключаемь, что 
Пред. (В), 5 =0, 
а потому 1(1--Х=х _5- - . 6), 


ест только ох Ь 


Дия доказательства справедливости этого разложешя п при д = 1, пояожимъ 


м и" . 
а -ф-+СУ и 


— а - 


такь камъ рядъ {3} при у> © — звакоперомфиный, то 7, 


тд 0— правпльпая положвтельная дробь; слЪд., 


з 


отв -. ЕСО 


„—} 


1 2 1 т 
о РНС, 


тд @о == Ирен, (@);.. 11. ельд. 6 тоже правильная положиченьная дробь; 
узеличивая теперь м до х, п получим 


. ат Дени 
ЕО = + ден т) иееееь. ие 


1 

3 

163. Вычислеше натуральныхь логарифиовъ. Полагая въ разло- 
1 


В } 
жевт (5) х=— 5» вычиелнмь Ё;, т.е. — 8. 


Полагая затФыь, напр, х= > найдемъ +5), т. в. ны пн 
3 —18; а токь какь 2, а олд. и 18, уже изофетны, то опредъяимь. 
9, т.е. 58. 


2 
Далфе, полагая, вапр., найлемт ы иля 25 —82— в, 


т. е. опредфлимь 15; п т. д. 


Но разпожен!я, получаемыя такимъ образомъ, сходятся слилшомь 
медленно, такъ что пользоваше нмын утомительно; можно получить 
другпя, схоляцйяся весьма быетро, для чего, предполагая 0<%х<\1. 
возьмемь развложене (5): 


Ка) =я— 


1—2) я 


вызтемъ это послЬдиее разложене изъ предьидущего. получимъ: 


ЕН. |. 


— 145 — 


> Ь то положимъ 


1, тдЪ уж 0<2< о; 


1 
-г 


— нии (22-х, огкуда “=, 


вет | | . 
РЗ Рыб} 5 6% 


это разложение даеть возможноеть вычислить послфдовательно лога- 
рифмы вофхь пфлыхь чисель, нбо 


Е, 
Е ЩНи-, 
прн чемь быстрота сходимости получаемыхь рядовъ быстро растетъ 
вмфетЪ съ =; кромВ того зам тимь еще, что, конечно, можно огра- 
ничилься вычислен!емъ логарифмовъ лишь простыхъ 
чисель. 


т 
1.000.000. 


Принфрь. Вычполить # оъ точностью до 
Повагая «= въ рааложешит (6), нолучаень: 


ааа. т 
0 . С, - 
Е 


+ 


1 Щи 1 


Па. ито Га 


Й В 1 
п . 
ИИ ея Зуев 1 


1 . 
ИЕ 


„ и 
а лы, чтобы 5, было невьшо }, надо # выбрать, тажь чтобы пизть: 


1 
2000000` 


*) Другую половину допусваемой погрВшиости вадо оставить на’ ошибни, 3 
пучавмыя от, неточности цесятичныхь выражен членовъ, причятыхь вп внима, 


вю 


186 — 
1 


4. аз: 


т аа р 
< +2 вета 
< ообооо 27 {28-35 > 2000000 


‘непосредственными попытками находихгь, что можно взять #—5, ибо 
4.2.5533 =нвы, 
1 етот 
; 5 . .. ани. 
а пом 2 Ра То Ри 
о, в8ыг. 


тогда 


п, стад. 


очему разложене (6) превратится въ такое: 


1 1 1 
ищи Ки 1 > +. - - .. 
( ) и+Ы Зе 
которое ужё внолл® удобно для составлешя таблицы логарифмовъ, Именно, полагая 
чапр. посхьдовалельно в ==, чб п н==9, волучлемъ: 


. | 
И 


214 —13—15 


215—141 |1 


|9 
20а Т.Ч 
| 16т 3 168 
нап 48-5 а 
215 — 


В откуда 
418—122 


при чемъ легко видЪть, что, озявъ въ и п Ё воего по три элена, а въ у — даже лить 
два. мы найдемъ 12, 18 п /5 сь девятью десятичными знаками: 


32 =0, 693 147 148; 1 


2,098 611 736; #5 == 1,609 437 836. 
Чтобы затфмь вычислить 17, положлиъ. напр., и== 49; получим 


р 1 
2140-18 -а =... |= 0000416 570 
0—2 [вот +. |600 
откуда = 


а 


118425 --ё . 
для пахошдешя #11 положимь и =99; для вычиелешя #13 вовьмемъ 


= 65 пт. 


Когла натуральные логарифмы чисель извфотвы, то для перехода, 
кь обыкновеннымь надо ихъ, кавъ мы знаемъ, помноленть на абсолют- 
т 


+ 
ив 5 ` 


ный модуль послёднихъ, т. е. на 


165. Разложеше поназательной фунищи вх 


Такъ какъ, полагая, / (<) 


таеВемъ: я ло гы 7”) де, 
то ложь =ь ИЕ = 


а потому рядъ Маклорена въ атомь случаЪ напишется такъ: 


Подагая 


изфемъ: Пред. (— я ==) 


п... 


при всякомъ 65, а слфд, и полученный рядъ будеть сходящимея 
прн воякомь же 475. 


Веря теперь остаточный членъ подъ видомъ, даннымь Лагран- 
зкемъ, нмфемь: 


сх а 


дет 0х 
УЗ О 


-вафит 


и, сивд., Пред, (В, ж....о=0, ибо ей остается всегда чпеломь ко- 


нечнымь, а Пред. (иван. == 0: 


звачить, 


и * хп 
га. таит 


при всяномъ х 


Въ частности, полагая х==1, получаемь: 


ту 1 | Ю в й 1 
ТТ Г1.2 11,.2.3 1 


что было ужб найцено нами пнымъ путемъ. 
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Разложенте функщи ах получамь, замЪтивъ, что 
“= ( ай } = ай . 


пыенно, ка этомъь основащи имбемь: 


о Е 


ПримБръ. 
Ё 02 02, 2 Е 
а, 05 | В |... 1-0, -- 0,02 0,0018 +..... © 1.2213, 


при чемь ошибка 


0, 0016 = 00016 — 0.004 — одооот, 
$. — 02) 6.38 57 у 


166. Разложеше Зтх. Бакь выведено зыше, имвемъ, что 


Зы 9 вт (У 


а слВд., полагая 2(5). Эх, 
получимь $ (о) 0, 3’) = 1:4” 0) = 0; 3" (6) 1 (= 0, ит. дь 
волфдетые чего рядь Маклорева. прерванный на член 


напишетея таБъ: 
2—1 


(2—1) Ат =, 


аа 


— Зв [95 6®--05 | ть” 8% 


_ эн - 
Ща да я 


пели И ЧО ат * 


и -- 


получаемъ: Пред. ( ) = Пред. | влаеи |= 0, 


Ч та.. 


при любомь х, такъ что п рядь (7) будеть сходящимея при веякомъ 
зке #5; а такъ кавь выражете (3) еще даеть: 


прел, (Не, |) Пред. Зи [вере Е | й | =0, 


и... © а. 20 


— м9 — 


ибо вся! Элиз есть чивло конечное, а Пред. (и, 1),. 
чить, при яюбомъ вещественномь хЪ 


о (9) 


167. Разложене бозх. Выше было кайдено, что 


0, то, вна- 


с & жж 
лмыфемь: Эх -==х-— гг =— 


Сов без (ив ); 
лоэтому, полагая 2()  Созх, 
получаемь: 
ао, Зои, зе т”) =0, о) = ит. д. 
о) 


велъдетв!е чего рядъ Маклорена, прегращенный на член\% 


нашицется въ длнномь случаЪ такъ: 


С 
при чемъ В», =` ау ^ 
Полагая теперь и, =(— 


Е 
находим, что Пред. [ 


при любемь х, откуда слфлуетъ, что п рядь (10) — оходяцийея при 
воякомь же у’. Но выражен (11) еще даетъ: 


В 


Пред. 1] Пред. [со (2х2 
р . 


5 жь = 


*... 


тань какъ воявй Созиииз есть чнело конечное, 


а Пред. (ми + у)и...2 50 
вслЪдегве еходимости ряда (10). Поэтому при всякомъ вещественномъ 
х имъемъ: 


© хх ж 


о щ 
605 х=1 5-42. 84.5.6 пот 98). 
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Прим. Найти За 10” и 005 10". 


Такъ какъ 1°==57° 17’ 44, 81” —=206 264, 81", 


10 
то дуга в 107 = др = 
дуга въ 0" = боба, 1 
слЪл., воли возьмемъ т 10° ===, & 608 10" =1— 
оз 
то въ первомь случав ошибка в < 


т 


& во второмъ—ошибка 


дьлая вычполевя, получавмь:, 


1 т 
= (ы р 
и <! 1 1 ОЕ Ш 1 1. 
ыы < 626, 181 } “25 20000 албое— 331105 38 108 
: 1 Е 
сльд, а 10" —о-ое-азу © тОЧНОетЬЮ ДО 13 десятячныхь анавовь 
бо а 18 
= > 20 626, 481 } ы ы я ы 


168. Связь мешду повазательными и тригонометричесвими функциями _ 


Мы напли, что при любомъ вещественномъ х”5 


ен (и, 
ен. 2) 
по ба И. еее, (8), 


при чемь эти ряды--абоолютно сходяццеся при любомь веществевн- 
ном» 1”; поэтому, вели дадимь х комплекеное значене, модуль коего 
обозначимь через р, то рядь 


Е 2 я л 
ани и... 


составленный изъ модулей чиеновь ряда (1), а, слЪд., тВгь болфе ряды 
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изъ модулей членовь рядовъ (2) н (3), будуть сходящимися прн лю- 
бомь р, откуда сяфдуеть (№ 153), что сами ряды (1), (2) и (8) 6у- 
дуть еходящимися при всякомъ комплексномь д 


Мы примемъ эти ряды въ начествЪ опредфленй функщи е*, Созх и Зшх 
при номплевсномъ х. 


Полагая теперь въ равенствь 1-мь х 


2 2 6 ее, 
получимь Ё 14. ти ааа тар К... 


т.е. 27 == 092-781 и: .. 4), 
а зашЪна злзеь 2 на-я даеть еше 
в — 052—192. о... (5), 
откуда, складывая либо вычитая, еще выводимь: 
Созе й еее (6). 


Эти четыре равенства, называемыя формулами Эйлера Бевнульи, 
и устанавливають связь между показательными и тригоно- 
хетрическими функц! ями, причемъ изъ (6), полагая 2 = ни, 


еще получаемъ: 


ев фей вн -е-н 
75 


Со —, ний = — А ‚ (4), 


Веь этн формулы справедливы при любыхь ги в, но особенно 
зажны при 2 или и вещественных. 


Примёръ 1. Формулы (4) дають: 


— 152 — 


Теорема. Для умножен:я любыхь стенецей числа в 
надо сложить ну покаватели. 


д ие ий ип >’ 

Положимъ ЕН. и КИ, 
й ии. 

и ев 


перемножая нпочленио и обозначая черезь р совокупность членов 
«то изыбрещя, можемь написать, что 


но если и и хвещественны, то извЪетно, что 


эеи+», 


Чи ше 


12 12.3 


Ч... р 


Е 


а (ро... (и --вй; 


а такъ какь при перемножевн! с" пе выраженя для и, получа- 
ются посредствомь дфйстын умножетя п сложен!я, которыя соверша- 
ются одинаково съ вещественными И ©Ъ комплексными числами, то 
значить, всегда 


ку" ”„ 


ор О ри |. | В 
Г 1 2 Тр КН ы А,, 


а увеличен!е здФеь и Ло со даетъ: 


. ИЕ (и, Ша 
еее, те... 


м 
ибо, какь легко убёдиться, Пред. „ =. 
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Сльдете 1 —обобщен!е формулы ЭЙлера-Бернульн. 
Непосредетвенно находныъ: 


(Сова)... ®). 


Слъдетве 2. Вс правила дЪйств!я надъ показатель- 
ными функц! ямии ве тригонометрическ:я формулы, 
относящуясл къ У1пиазу и Созтив’у, вёрны п при ком- 
ииехконыхь значен]яхъ перем нныхь. Между прочимъ при 


этомгь получаемъ: 


Прочёя тригонометричесня фуякщи компленснаго аргумента опре- 
дёляются равелствамл: 


у Сов 


. 1 1 
Собох Зал › Бел: Я безе П Созесл: == > 


паь конхъ между прочимь солЪдуетъ, что 


щи ен (9). 


Логарифиъ и круговыя фуннци при комплексной вели чин\ 
аргументовъ опред ляются, какъ функи!и, обратныя 
показательной и соотвЪтетвеннымъ тригонометриче- 
СЕНТ. 


Примфръ 1. Найти 2 (а-- 22). 
Полагая ар -==т(Сово-- 319} и Нар =е-уь 


пены г (бово-- Эт) = Ре” (Созу--:8щз), 
откуда т.е. х=И, в ужа Ам. 
и, слёд., й Г + (бов 23) 1 = ь 


ТДЬ #— любое цЪлое число. 
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Въ частности, полагая $ =оца>> 0, се. а=х, фед, 
получаемъ: (= 
& полагая 6=0 ни а<о, те а=—^ и эм, 
получаемь (6) =ы-Е- (А Юяг 


Примфръ 2. Найти Агсщ! 
Полагая его равнымь х-Руг, имвемь: 


пли 7— Их. Му = ху, 


Чех о 1 
У 
Г ет? 
= о 
откуда = = их, 
2-е #9 


а СЛЁд., у= 5 <>, 5 == произвольн. числу 


и потому Атом {. 05. 


ГЛАВА ТХ. 


Махиит и Мишит функщи. 


169. Опредёлене. Значен!е { (4) непрерывной функц! и 
ЕО) наз. тахитипуомъ, если ошо больше веёхь ея значен1И 
для сменныхъ, т. е. достаточно близкихъ къ м, величинЪ. 
аргумента, 


т.е. если Рот -РГ < 9 


при веякомъ, достаточно маломъ, 
|-нанъ полошительномъ, такъ и 
отрицательномъ. 

Точто также Г (55) наз, мины 
топгомь, если оно меньше 
всфхь сменныхь значен! этой 
функц! ни, 


т.е. ели (НЮ -ор о 


Черт. 24. 


при всякому, достаточио маломъ, 
Н — навъ положительномъ, такъь и отрицательномъ. 


170. Теорема 1. Если на участкЪ (а, 6) производная 
функц!и положительна, то сама фунвкл|я растеть при 
увеличенн аргумента и, слЪ д. убываеть при его умень- 
шея! и; а если эта производная отрицательна, го сама 
функцуя при увеличени аргумента убываетъ. Теорема, эта, была 
доказана, въ качествЪ леммы, въ № 186. 

Очевидно, что обратно-—если функц!я растеть при увели- 
чен{н аргумента, то ея производная положительна, а 
если она убываеть, фо ея производная отрацательна, 


171. Теорема 2. Чтобы (ж) было махипит, необходимо и 
достаточно превращев!е производной этой функции 
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изъ положительной въ отрицательную при переход ^х черезъ ль: 
а что бы / (2) было шийшит, яеобходимо и достаточна 
превращен!е этой производной изъ отрицательной въ полони- 
тельную пря переход лх черевъь л,,. 

Дъйствительно, есап, наир., / (х)) есть шахмат, то при увели- 
чевш = до величины а», растеть и / (>), а слбд. злбеь (м > 0; 
при лальныйшемъ же увеличен х’а фуньтйя убываеть, & слЪд., адсь 
ус обратно, если 7”’(=м) до х = д, положитенрна, а 
далфе отрицательна, то до лэ=л, функщя растетъ, а даляфе убываеть, 
такь что } (5), есть шахшиию. 

Сльдетые 1. Значеня аргумента, при которыхь 7 (>) получаеть 
Мах. найдемь изъ условя, что Г’ (^) ири лихь превралцаетея изъ по- 
ложительной въ отрицательную; а значеня, при которыхь 7 (=) нолу- 
чаеть шипит, пайдемь изъ услойя, что /” (х) при нихъ превра- 
щается изъ отридаледьной въ пололительную. 


Слфдетв!е 2. Такь какь фушаця можеть перемфяихь знак, либо 
раарываясь, либо —если она неррерывна — проходя (10 теорем 
Коши, № 101) непремнно через» нуль, то получаемь сл5дуюзпее 
правило: для нахождения мах тиш‘овь н м1] нш"овь 
функц! и / (5) ищемъ 1% значен1я м аргумента, при кото- 
рыхь производная /’ (+) этой функц!! япбо разрывается, 
либо обращается въ нуль, & зат мъ опред ляемт знаки вы ра- 
жен! Г (%-#) п (Ро,-- №); п еслл обазнакл окажутся 
одинаковы, то Л (45) не тах м ить п не п} иги ия; а вели яэтя 
знаки будуть различимы, то / (х,) есть шахт мии, когда -|- 
превращается въ —, и Х() есть п! мим въ случа 6 
превращеня — вь Г. 

Для нахонденгя самой величины Махтие?а пан Маицига функ- 
ци вадо, очевидно, подставить найденное зкаченте 
л аргумента въ ея выражен! е, т. е, вычислить (9). 


Прим, 1. Функщя д Атоощх-- 11 (а -- 1, очевидио, пеирерывва, пбо, хотя 


р. Агесошх разрывается при о. 

во этоть разрывъ уничтожается 
вляшемъ множителя л, обраща- 
ются при этомь въ пуль. 0608- 
пачая эту функцие черезь / (=), 
цыезь, что 


у 
Ге Аеоощу — в Зитт 


Черт. 26. те М0) Аосощи 


— 1 - 
и тавЪ кавт ур-Ше Атобощу-ьо ве имъеть конечныхь рышен разрывается же Агесо!9л 
шищь прп 2—0, пероскаыиовя при этомъ съ — 5 ва--- 2, то, эвачить, Да) пуъегь 
лишь Миши, п пменно нри х=о, прп чемъ онъ ривонъ 0. 
Прим. 2. Пусть / (= Созх-- К Мах 


и, вал, ДГ). Зах РВ бовл, у 


06% этй фульщи опродфлепы я пеире- 


тыяны при любомь пещевувениомъ т 
278, а потому значения аргумента, при Я) 

воторыхь / (2) можетъ пывть Мах. | 

пли Минь. найдутся ваъ ур-в ры г’ 
Ло пан — Зах 0х 0, 

которое даеть Ш = 

п, ольд., Жи, Черт. 26. 

дб 22 — яюб0е цьлое число, а и == АР. 


Поиагая теперь # > `0, лмземь, что 
у щ-в=- а ария Ь бо вит №) 


= (— 0" [-— Зах — 2) ЕВ 605 («— #]] = 


— 10" [- Вах Со - 6082 Зай-Р& Созх Созй -- # шк ЗН] = 


1" [(— За - # 0092) боя -- (Созх -—- & ваз) 51вй] == (— 1)" (бов 4-Е Эла) Ва, 


а Рети =- 1)” Сова --Ё Зтя) бЫА; 


поэтому /’{х) при и’ — четномь переходить отъ-| кь—, & при и: — нечетвомъ. 
оть-фкъ--; & олБд. И (#-- 27%) суть шазлинеы при и чегомъ п пупипаты при 
и печетномъ. 


172. Аналитичеснй способъ нахожден!я Махипиотовь и Миитиитговъ. 
фуннши (тримф нен!е ряда Тейлора). Положимь, что функц! я 
1 (2) п вс% ея производныя, как! л только намъ понало- 
бятся, вонечиы и неирерывны. Тогда по формуть Чейлора 
имфемь: 


Газни ва 69 


при #—безк.-маломь знакъ всей суммы во второй части одинаховъ со 
знаколь ея перваго члена, а слфл., еслв только Х” (л0) 20, то овъ 
мВняется при замфвЪ д на— №; отсюда заключаем, что для того, 
чтобы /(л) могло быть Мах. либо М1. число мж должно 
удовлетворять услов:ю РЁ (Ж%)==0. 

Предположимь теперь, что этою нослфдиее выполвено, и допустимъ, 
для общностн, чо м обращаеть въ кульп ве% послъду- 


В, 


„3 
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юш1я пронзводныя до (п—1)’9Й включительно, такъ что 
Ибо, а, ИО = 

0: 


: И 

тогда Аб Ус до ТИ, 
н при Я безк.-маломъ зпакть суммы во второй части опять одинаковь 
со зиёкомъ ея перваго члена; поэтому. если я- вечетвое, то 
А сл-- — Га) ыфияеть знакъ при зама  на— № п, сл®д. У (ж) не 
есть ни Мах, ни М; если зе и—четное, то знакъ / (лу --#й) — У (м) 
остается одинаков со знавомь /4"? (л)) при #> 0 и при в < баелфд., 
если 7 (м) > 0, то А (а) есть Миипиип, а если /@? (4) 20, то Х (2%) 
веть Махниии. 

Такамъ образомь получаемь сльдующее правило: есин функ- 
н1я ГС) нц ея производныя непрерыввы, то лля нахождейя 
зпаХОИНОТОВЬ п апулиий‘овь функци, ищемъ корни лм ур-шя 
Р()=0 п залфъыъ подетавляемь каждый изъ них во 
веЪ послфдующия пронзводныя: если первая из нихъ, 
которая прм этомъ не обращается въ пуль, будеть 
нечетнаго порядка, то Г’ {(л5) не есть ни Мах., ни Мш.; если 
же она —четнаго порядка к отрицательна, то К до} есть Мах тит, 
а если она — четнаго порядка и полощительна, то Дм) есть 
Узилуата- 


Прим. Найти Мах. наы М. функцит 


Ее) аа бова-е “, 


Такъ какъ Ро — 2 шие", 


то ур— не Ра) =0 даетъ ль 


залмь 2’) — 8 Свж-е и, слзд.  /”’(0)= 


де" тие и, ольл,  /” (0) =0, 


ц ар е’абвацет” п, вал, УР) 


а потому /(0) воть М., три чемь онъ равень, очевидно, 4. 
Дия полноты уЬшеня задачи локажемьъ еще, что ур—в!е Х (мл 
другихь корней, кромВ лм, =0, не иметь; сь этой цЪфлью замтимъ, 


ом 2 . 
= (+ Нато. .): 


лакь какъь воф члены въ скобкахь завфдомо положительны, т0 ихь 
сумма нулемъ быть не можеть, & олЪд., все произведеве обралиается 
въ нуль лишь насчетл, перваго мнкозентеля, т.е. только при 


х=0. 


173. Наибольшее и наименьшее значен!е фуннци въ данномъ промежутн®. 
Подь такимъ назващемъ разу- 
мЪють нанбольшее (М) нан 
напменьштее (#1) изъ воЪхь 
зкачени,  которыя фувкщя 
иробрфтаеть при измиент 
^?а на данномь участка (а, 4). 
Очевидно, что для на- 
хожденя М и эм надо опре- 
двлить вов Мазшипы п 
всЪ Ми} шилгы фунец1и 
и ея значен1я вт точ- 
кахь разрыва, а также 
на краяхь участка; тогда 
М равно наибольшему 
изъ вофхьэтихь чисел, & мнанменьшему изъ ннихъ. 
Напр, для функц Атософох, очевидно, 


Черт. 


в а 
5, а т 


ГЛАВА Х. 


Неопредфленныя выражения. 


174. Опредълен!е. Истиннымъ значешемь функцти Х (=) при &—а, 
иринимающей, при непосредственной подстановнЪ этой велп- 
ЧИНЫ д’а, какой либо неопредфненный видт, наз. предьлъ 
величины этой фунвщм при подведени х къ а; это нехинное значеве мы 
будемь обозначать такь: {# (Х]х—в, а значене а аргумента наз. кри- 
тическимъ. 

Подобное опредълен!е иметь, какъ мы знаемъ, цёиью сохране- 
н1е, по возможности, непрерывности функц!и и при 
&— а. 

Разомотримь семь простшихь случаевь исопредфленности, 
именно; 


3; 3: 0. °9; 20—55; 4; с; 1%. 


175. 1 случай неопредфленность вида о. 


Теорема—правило Лопиталя (Т’Нозр:ва1е). 

Истинное значен1е отношен1я двухъ фунецтИ, при- 
нимающеаго при х-=е неопредфленный видъ т, равно 
отношению производныхь этнхъ функц! при += а. Дънетвительно. 
предяожимь еначала, ч1о а_чиело конечное и Что ©’ (2) 70, 


ау (а) =оноф (а) =0, такъ что р я 5. 
=) | — го 
„Ред, Пред. а 


пред. и ] 


9-4) 
х—а 


— 181 — 
.^’ (а) 


Если 9’ (4) =0, но /' (а) 0, такь что: 


$ — 
откуда слВдуетт. что и Е, = сэ, 
такъ что [е н го обращаются въ со одновременно 


х=а 


(нельзя, однако, въ этомъ случаф приравнивать другъ 
другу эти два зыражен1я, такъ какъ безконечности 
эти могутъ быть разныхь порядков). 

Наконець, если, /° (я) =0 и <’ (а) ==0, такь что само отноше- 
и1е производныхь принимаетъ тоть же неопредфлен- 


о 
ный вылЪ 1, то надо въ нему въ свою очередь примЪ- 


вить тоже самое правило, мбо ло формулБ Тейлора, полагая 
х—@в-=й, пыфемъ: 


лед — га 
Пр д] +259 


Иа-в) — ге) 
пред [и о 
Гу’ фь-- 


= Пред. 
т ® @- 


Точно также, если /” (а) =0 и $" (а) =0, то примфняемъ правило 


о 19 
Лопиталя къ отношеню та); 1. д. 
Теперь предположимь, что а == со, т.е. ищется” (°, при чемь 


<) * 


1 (55)=0 к $(53)=0; 


1 
въ такомъ случаЪ, полагая х == ; имъемъ, 
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къ послёдиему отношению уззё можемъ, на основажя предъидущато №, 
примфиить правило Лопиталя, при чемь получимъ: 


Замфчаще. Очевидио, что при зычислен1и нетияныхь зна- 
Зен1й любаго вида можно множители, им%юш1е пре- 
дЪиы, не равные нулю, вычосить за скобки. 


176. И случай--неопредъленность вида ®. 


Теорема. Истинное значен!е отношен:я двухь функ- 
ци, обращающагося при х=а въ неопредфленность 
вида %, опредфляетея но правилу Лопиталя. Диствн- 
тельно, пусть / (а) = со и 9 (а) ==еэ. 

1) Предноложимъ сначала, что 


_ г _ 
при чемъ 58-8 п яв 0: 


> 


РЕ 


М лы И на 
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==0 
и такь какъ 4. т то, сокращая на 4, имфемъ: 
== 


А, откуда А 771 


1=[758 |: р я) 


2) Пусть теперь 4-==0. Возьмемь въ такомь случа какое 
либо конечное и не равное нулю чнело такого знака, что-бы 
1) и В?(2) были одного знака, такъ что и 


Пе В. $ (ао, 


/®) УВ) _ 
@т8= "Зы $ 


тогди, таюь какъ, очевидно, 


а сад, 


+в =а+в=в 


то можемъ, согласно предшествующему доказательству, примфнить 
правило Мопиталя, что дастъ: 


о | 22] 


- 97 (2) 


откуда слфдуеть, что 


а, значить, опять 


3) Пусть, наконець, 4 ==со; тогда 


п, стл. по предъидущему, и [$ ® 
4/® 1’ (9) ‚— р 
ча) и 9х при з=а обратятся ВЪ <> одвовре- 
менно; значить, правило Лопиталя и ВЪ этомъ случа дасть пра- 


такъ что 


{=) 
5] и [29 


а $ 


вильное указане о величин 2] . (Щельзя только объ 
&=а 


безконечности | ] считать непремфнно 
==а 
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разными другъ другу, ибо он% могутъ быть разныхь 
порядновтъ\. 


др 9 — 


Сова. ове- т ||. 


177. И. блучай-—неопредленность вида о. <>. 


Правило. Неопредф ленность вида о0.с° сводитея на 
одинъ изъ двухь предъидущихъь случаевъ, т. е къ 


0 
виду у лыбо &, воли один изъ множителей предота- 


вымъ въ вид единицы, дёленной на обращенную величину. Въ самомъ 
ДЪлЪ, пусть 
г@=0 и $ (а) == ®, 


такъ что 4 @). в @=0.с°: 

тогда, положивъ 9): зла’ 

имЪемъ => п До= я . 
& потому /®). 3) ] 


== 


положивъ-же 


имфемь в (2) =0 я = 


такъ что | (=). 3 2] 


Прим. 1. [> 22.2 (1-0 098") 


—в 


(1--2 694%) брру ] 


8 бо5ес 2х, бов 25 
хо 


1 [20097 зав 


Прим. 2. |: 2 50235 


1 2х 


3 | 3х Со5 3х Со ] 


Га +88) 
[ | = 22 | А 888) их 


ее 24). 


3 | С053х. бовй 2 ] 
= | т-Е5авзя 


178. 1\ случай—неопредьленность вида с® — 5. 

Правило; Вели разность двухъ функц! при ха обра- 
щеается въ неопред ленность внда со —с2, то для при- 
веден1я ве къ внду | надо каждый ея членъ предета- 
вить въ вид единицы, дфленной на обращенную вели- 
чняу, и затЪмъ соедиинть 06% дроби въ одну (проязвести 
вычитане). Дфйствитеньно, пусть (а) = и $ (а) == ©, 


такъ что Да-з@=о— сз; 


Ех п 


полагая 


при чемъ, очевидно, /()=0 н 


имВемъ: 1). 55 и 
а сд, О-9® эт 


и, значить, [9—6] = | 

: х=а 

Опредфлеще. Два безгранично-растужихь числа (двЪ 

эбезконечности “} кав. энвивалентными, если предълъ ихъ 
отношен1я равенъ единицЪ. 
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Теорема. Нели безконечностн / (2) п ф (9) незквива- 


девтны, то ИА 9-6] = + ©. 
< 


Въ самомь дьлф, таюь какъ 


то, полагая 


пень: у -+0] _=л®.а-4;; 


елъд., если только /(а} н 2 (а) ве эквивалентны другъ другу, 


О, {1 и, слёд., 14/0, 


то а 2 [| „о, 


При этомъ, очевидно, знакт передф со одннаковЪъ со 
знакомъ того изъ членовъ разности, который растетъ 
быстръе. 


Примбръ, (ое 7? бе 2х 


ата бах 
— Сов 
982 обе Сов. 


Созх 


179. У, У1 и УП случаи—неопредфленности показательнаго вида 0%, 
с’ и 1”, 


Правило. Отыскан1е истиниаго значен1я неопред $ лен- 
зостей вида о”, с5' п 1” приводится къ отыскаи]ю истин- 
наго значен!я пеопредЪфленностей вида 0.с>, если 
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вмЪ сто самой данной фуикц1ы будемъ разематривать 
ея логарифиъ. Дьйствительно, пусть И (д) =у (д; 


тогда Е (9-9 Г 


зольд., когла /(@=0 и $ (@=0, то Ш ®=0.С- 5); 


когда Е @) =е5, а о (а)=0, 10 Ш (@=0.65; 
з когда @=ь а э@=о 0 Ш (=о.0,. 
ибо $0=— со, фоо=-со и #1=0. 


Прим, 1. Пусть 


тогда 2 


в, саб. 


прим. 2. Пусть 


тогда 14 [19 . 15 *] 


= Газнай— =] [= —_ :] _ 
т 


«я 


п, соль, Аа. 


Сол 
Прим. 3. Пусть [нь ) ыы 


тогда 


. . ая 
я [сое } из») | =[ Се 
А =о й 


п, елбд, 4 


180. Вышеизложекные способы кахожденя летинныхь значении 
неопредфленностей не всегда приводять къ цфли-нногла приходится 
прибёгать къ какпмь либо частнымъ, спецальнымь пр!е- 
мамъ, а нной разъ вытодно примфнить разложен1я функц1И 
въ ряды Маклорена или Тейлора. 


Прим. 1. 


‘между тъмъ какь правило Лоппталя ив привело бы ны кЪ какому результату, пбо 


дало бы дробь НЕС которая при == можеть принять любов изъ значений 
8 
оть о до <. 
ва) — вал 
Прик. 2. Пусть А м9] 
такъ ккь Фан 


2 


ели из пользовалься празиломъ Лоипталя, то пришлось бы числитель и зваме- 
патель лиффереицировать по семи разъ. 


181. Замфчане. Кром раземотрфнныхь выше видоръ неопре- 
дфяенностен есть еще много иныхь, тажъ наз. нераснрываемыхь —напр., 


1 1 
т и Сов, при х 


ГЛАВА ХЕ 


Поняте объ интеграль; основные премы интегри- 
рования. 


182. Опредфлеше 1. Первообразной относительно данной 
функц /(х) наз. такая новая функшя Л(х), производная ко- 
Торой равна ланной. 

Очевидно, что число первообразныхь у всякой функ 
и! я — безкощечно, ибо если А” (х) =Х(%), то, обозначая черезь О 
любое ностоянное чысло, имъемъ, что н (РС, =/(<). 

Обратно, двф первообразныхь одной н той же данной 
функц1н (=) могуть различаться лишь поетояннымъ 
слагаемымъ, нбо, вели (5) =(=) ц ©’) 2, 


то [Ф-Т ФР) 20.5 сад. ФО) — Ро =0, 


тдь @— любое постоянное число. Поэтому, если Я (л) есть олиа изу 
первообразныхь, то облдее выражеще вебхъ другихь будетъ: 


ЕО) --5, 
пря чемъ С — каз. постоянной произвольной, нбо можно его 
взять какимъ угодно, но затвмъ оно уже не мфняется отъ изм$не- 
я а, 


Двучленъ ЕС. 


въ которомъ Е{х)-- какая либо первообразная функщи (>), а бС— 
постоянная произвольная, наз. неопредъленнымъ интегралом функци Хх 


и обозначается знакомъ Л Аа; 


такимъ образомъ, если Га - СХ Род, 


то (Г) я. оля, аЕ@А--У аа 
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фувкщя /(^) наз. подъинтегральною, а произведене /(л) 42. наз. подъ- 
интегральнымъ выраненемъ; поэтому два послёднихь равенства можем. 
прочееть такъ: производная интеграла по аргументу 
равна подъинтегральной функц!и, а лнференц! аль. 
интеграла равень подъинтегральному выражен1ю. 
Отыфтимъ еше, дия нхь сравненя, два сафлующихь равенства: 


а Х едва. а Х а -о-а. 


183. Опредфлене 2. Интеграломъ функим (0), взятымъ въ границахъ 
отъь а до х, наз. та изъ ея непрерывныхъ иервообразныхъ, 
которая обращается въ нуль, при подведен! и х къ о; ее 


= 
обозначмалоть знакомь Г Дл) ах. 
а 


ОпредЪлене 3. Опредфленнымъ интеграломь фунищи Ё(х), взатымъ 
отьа до В, наз, частное значение /^/(х) 4, прин х==; ошъ обозна- 
чается так: /,/(%) й^, при чемъ чнема а и 6 наз. его нижнимъ и 
верхнимъ предълами литегрирован1я, 


Теорема. Опред5 ленны# икхегралъ, взятый отъ вдоф, 
ранеяъ разности значен!й одной н той-же первообраз- 
ной функции Е (1), вычисленныхъ для верхняго п ниж- 
няго прелдфловъ интеграла, если тольно эта первообразная не- 
прерывна на веемъ учазтяЪ (а, 6), 

Дфйствительно, танъ какъ (лм) и. Г м `А)ах суть первообразныя для 
У), то 


его ах в Р)-О; 
подводя же здЪеь х кЬ а п номня,'что И(х)-— по услово, а сах 
— по опредфлен!о непрерывны, получаемъ: 


= --С, откуда б=— К(® 


и, олфл., то 9х =Е(х — Е (а), 
а потому ИН фик ®-Р(@. 
Для сокращешя письма условнымся разность 2`(2) — ^(а) обозна- 
чать такъ: | Ех}; 
|5 
напр., 1 60°— Зи 80° = | т 


— 1 — 
тогда, звачнтъ, Г то) 4х = ы Оо. 


Слфдстве 1. Величина опредзленнаго интеграла не 
завиентъ оть того, какой буквой обозначенъ аргументъ 
такъ что 


еда де = РЕ... 


Сльдете 2. Опредфленный интеграиъ, верухн!Н п 
нижн1й предфлы коего одннаковы, равенъ кулю. 


Сльдсте 3. Оть перестановки предфловь опредф- 
женнаго интеграла мЪ ляется лишь его знакъ, ибо, по 
предъидущему: 


Л суча ла) 7) = — 7 — (аа да. 


Сльдотве 4. Интегралъ ла полномъ участкВ равенъ 
зумм пнтеграловъ на всЪхъ его частях, ибо 


Де лее о уда. Ди СЯ Фи Ида == 
= Ка) -Е@)]-НЕ ела]... Ре), )]-- 


НЕ Ка) 1-20 — РФ ле ах. 


184. Геометрическое значене интеграла. Положимь, что функщя 
7 @) непрерывна на участкВ = 
(а, 4); поетроимъ при прямо- у 
угольныхъь осяхь кривую 9, вы- 
ражаемую ур-Шемъ. 


У=/(, 


и разсмотримъ площадь 6х, 
огранпченную: этой кри- 
вой, осью ОХи ордина- 
тами, отвЪ чающими &6с- 
циссамв а и м, ГЛ хх 
заключается метлу ви 4; при 
этомь условимся площа- 
ди надъ осью ОХ счи- 
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тать  поломительными, а подъ нею отрицательными. Дадимъ абс- 
циссв х приращене Ах и обозначимь черезь 9, - соотвётетву- 
ющее приращеве ‘илотчади, а черезь м и М — нанменьшее и нам- 
больтиее значешя ординаты на участкв Лох; тогда, поотроинь пря- 
моугольники съ основамемь Дл и съ высотами ти м, получимь 
что Абая заключается во вофхъ возможныхъ случаяхъ межлу площа- 
дями этихь прямоугольниковъ, т. е. между произведеями ит. Дх и 
М. дл *), а слВд., 


Подводя теперь Ах кь нулю и замфчая, что, волЪдоте непре- 
рывносхи / (=), имфемъ: 


Пред. ж= Пред. М = (<). 


заключаемъ, что и 
Пред. (28) —=16), те =. 


Итакь, производная по абоциссЪ отъ вышеуномя- 
нутой площади равна соотвЪтетвующей ординат кря- 
вой, такъ что площадь эта есть одна изъ первообразкыхъ 
дия /(*), и, очевидно, именно та, которая обращается въ 
нуль при #==@; слёл., 


Зах 20) вх 
а 


Замзняя же эдфеь х на, получаем, что площадь 525, огра- 
ниченная непрерывной кривой у= (лм), осью абециесъ и 
ординатами, отвЪчающимн абециосамь а ип Б, выра- 
жается взятымъ въ предЪдахь оть а до 6 опред лен- 
нымъ интеграломъ отъ функц!и, выражающей орди- 
хату кривой, 


т. в. Заь 


Замъчане 1. Въ виду сдфланваго выше условя относительно 


*) Такь какъ эти пропзведеня, а слЪд., я Л пра Да > 0 имьють знакъ самой 
ординаты, то поэтому и является необходамымь едьланное выше услов!е ваочеть. 
знака площади, 
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.5 
площалокь надъ осью ОХп подъ нею, ясно, что | 1) Ях выражаеть 
За 


разность между геометрическими площадями кадъ 

осью ОХ и подъ ней; есии ге требуется найта сумму ворхь этихь 

площадей, то, очевидно, надо найти точки @, &,...а,, въ 

воторыхъ кривая у=/() пересЪкаетъ ось ОХ, и, вы- 
а: . аз 5. 

чиеливь интегралы | ЕО ах | И ах, ... | о а, 
та Я а п, 


й 


сложить пхъ абсолютный велячины. 


Замфчане 2. Желн подьннтегральная функц я разрывается, напр., 
въ точкахь а, а, ...а„, то, проводя ординаты еще и черезъ эти 
точки, получаелеь: 


6. ве „аз 5 
[Уд ая | бак [| бд Ф.Н | 769 би, 
- баке... и, 


такь что вь самомъ общемъ случа опредфленный питеграяъ 
д 

[ {сл 9х выражаетъ площадь, ограниченную: 1} осью 0; 
Га 


2) кривой у=/(^); н 3) ординатами, отвЪчающими пре 
дъламъ а и 6 интеграла п точнамъ разрыва подълнтеграль- 
ной функц] и. 


185. Теорема о среднихь. Если подъинтегральная функ- 
ция непрерывна на участки интегрированя, то опре- 
дфленный интеграль равенъ произведен1ю величивы 
этого участка на значен!е подъинтегральной функц! и 
при промежуточной величии вргумента. 


ДЪйствительно, пусть Гл 42 Е(х) и, ели, Ех) ГО, 
ри чемъ функции /(л} и Е(х) непрерызны на участиь {а, 6); тогла 


$ 
[уе ввР®— Е) 


при чемъ а<=<Ь 


отсюда и получаем, что 


Ро ват 
Ла 


186. Опредфленный интегралъ, вакъ предфлъ суммы. Есян разобь- 
емь участокь (а, 0) точками а, в,,...а„_1 Иа частн, то на осно- 
ватин № 4183-го (олЪдеотне 4-е), имемъ: 


5. а. на 5 
уаз ак [убей ах [769 в. [79 а 
7 а ел а _1 
эбозначая же черезь 5:, 6,, ... &„ нФкоторыя опредфленкыя про. 
межуточвыя числа соотвтетвенно между а и а, а, на,,...@,_1п 


$, и предполагая, что Ах) непрерывна на всемъ участк® (а, 5), 
по теорем о средЕнхь имфемъ: 


[узду во бы |7) Л 6 в... 


г 
Руд вену) ан) 


ча, 


—1 
и, слЁд., 
Губы в в 9-е 
а аспн для краткости положимъ 
а—а=д, и, аа—а=л:х,... $ — а _1=Авл, 


5 
то [ло бл в ДЕ) мы -БА) лая... ЛЕ,) вых 


1— 
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Уменьшая леперь вс части Дьх до иуля (и, слфд., 
увеличивая ихъ ‘число до 5), въ предфлЬ получимъ: 


5 
2. у 
[Ре ах = Пред, | ДИ вь) дв = , 
В Ау... 0 
тдф всякое &, есть нфкоторое, опредзленное промежуточное зна- 
чеще л’а на учвоткЗ \ух, но воли ху есть какое-бы то ни было 
другое промежуточное значене х’а на томь же участь, то, велвд- 
стве непрерывности. / (^), фазноеть / (Е) — /б@ь) безк-мала, ибо 
5, — ть безк.-мало; значлть, /(,) дьм и Л(м) ых различаются на. 


безк,-малую выше 1-го порядка, т. е. эквивалентны другь другу, & 
потому 


ь ъ 
го 9х = Пред. |5 20 дкх | ‚ 
а Акх,.. 0 
тд м, — любое изъ значен1И л/а на участьв дум. 

Замфчане. Предфлъ посльдней суммы не измЪнится, если мы любое 
конечное чиело ея слагаемыхъ замЪнимъ другими безк.-малыми или 
вовсе ихъ выбросимъ; отоюда олдуетъ, что посл днее равенство 
останется справедниво и тогда, когда подъинтеграль- 
вая функц1я разрывается на участь (2,8), если 


только чноло такяхъь разрывовъ конечно. Дъйствительно- 


пусть разрывъ происходить въ точкахь ч, и, .. ви; 


тогда Г уд ах [ло де й У... 4 Г ау ав == 


= Пред. [У Хей г | + пвх [Улкы вых |+. 2+ 


+ Пред. [Хлью-ь ьх | 


ГОР 
— пред. | Хер. Ир. де... + 


р 
} 


Ь 
+ У леь а | 


® 


т Дьх...0 
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но сели остальтыя точки дЪлени и числа х„--одни п тф-же, то 


й 


(ть) Арх 
и 
Гор и ь } 
и | У ое у ев) лы... У Вьх | 
" “4 п 3 


ривинчаются лишь тфми олатаемьши, которыя отвЪчшоть участкам, 
заклочающимь точки @ разрывл: а такь каюь число пуъ конечно п 
вамт оп безк, маны, то и суммл ихф безк.-мала, & потому 


1 ез 
Пред. | У льр ль Херли 


Акх...0 


Основные премы интегрированя фунвшй. 


187. |. Непосредственное интегрироваше совершается на основанлг 
фирмулъ дия производных простЪйшихь функц; напр. такь каюь 


"+: 


и, елЪд.. а ци * 
А = 1: 
х 
полагая ззе в, первой изь этихъ формуль „= -- ж, еще получаем: 
и -Е1 
Г. Мах... С пли = 1 ЕО при и 1 
. В ЕТ ы ии * 7. 


12 
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Подобнымь же образомь можемь получить ряль другихъ формулъ; 
ихт, веобходимо помнить наизусть, почему онф п еобравы въ слВдую- 


шей таблиц: 
Д“ 
— “_ 


1 =т-{ 0 при, ту; Да=- ЕВС 


т 


— А1езеех | С==— Атееозеех-- (1; 


188. Когда, непоередотвенное интегрироваше ме удается, пользуются 
одним 13 трехъ прочихь премювъ, при чемъ часто полезна, слфдуючая 


Теорема. Постоянный множнтель можно выносить 
изъ подъ знака интеграла, ибо, если 


Губоу = Р-Н С, тавь что А), 
то 7) а = [РЗ], 
и, сафл., Гао) ах=а Ра) С, 
в. 6, Шара =а Дт аь-Но, 
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189. И. Измбненме перемьнной (независимой). Этоть премъ 
примфянуеь тогда, когда подъинтегральная функшя / (х) можеть быть 


прелотавлена въ вилф произведения (ди, тв и— нъкоторое елоленое 
чиело-напр., и=0 (д); именно, въ такомъ случа 
уфе бдицах Фан, 
п евли мы мозмемь найжи 8 Чи — напр., если 
Год чи =Ф(0--С п, свя, (и) -Ф, (9), 
то нокомый Го =Ф [ъ 6] 5, 
ибо по теорем о производной фуницш сложнаго числа, имфемъ, что 


.Ф [863] ©.) Ф фи и, Ге) 


Прим. 1. Полагая х-- «=== амфемъ 4х = и, олЪд., 
1 


9х @: 1 
-.- 0=-.-- - Сири м1 
Г ат Г т (в ту® т + (ппбнна-И бария 


и о Их а) --6, 


ах 
Прим. 2. {[ "Этот Сова 


7 Соя 
ИВА : во , 
Прим. 3. Г. бах Ге Ват балу У = бои С. 
,= 
и 
прим, + о т Е ЗИ 
ри 3 х Арс 
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190. Ш. Разлонее (подъинтегральной фуикц1и} на сла- 
гаемыя. Основащемъ лия этого према служить сифдующая 


Теорема. Иитегралъ алгебрической суммы копечнаго 


числа функц! равенъ такой же алгебрической сумм\ 
ухъ нятеграловь. Дфйствительно, если 


Беда Е), Дудах=ф о) п Дос) 00), 
такь что о Ро, += Фа) п о - О). 


лю Иво) об Р-Н 9—9). [79-® 9 


и, схбд., ИУ Ев) = Ко) 96, 
те. Дуо ба = ДЕочх-Е Геи Годах 


у Чх 


а ев 


191. ТМ. Интегрироване по частямъ. Око основано на форму 


„Г в99 == ря — чар, 


которая вытекаеть изъ того, что 


Дэу - Г чар = Фа ар) = Г = 


(2) Мы пе шшявыть при каждом изъ питеграловь „ностоявной произвольной“, 
такъ какь вов пхь можно соедянить въ одпу м, пока асть хоть одивъ занить во 


ходно подразумьзать скрытой пожъ нить, 
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примЪ няется же этот’ь способъ тогда, когда подъиите- 
гральная функц:я представлясть произведен!е двухъ 
другихъ- напр, пусть: 


70) 96). (), тавь что ГУбдах = Гудок) а 


зь такомь олучаЪ, если мы можезмь найти, напр-, Г и (х) 4, 


то, полагая Эви. Г “у, 
откуда в (1) 5 = а, 
ямфемъ Гео 0).4— Да. ах: 


и ест нослфдй интеграль проше заданнаго, то значить, мы при- 
близились къ отысканно носивдняго. 

Такь какь 4 находится пнтегрировашемль ииь части иронзве- 
дея, то отеюда—п самою назване способа; дЪйетв!е зе отыскашя 4. 
4, 6. Доб ах наз, подведен1емъ о(\) подъ знакь диффе 
ренцтала. 


Прим. 1. 2х Их = м 
, т 


2 --35—5) Зил Их 
$ аа 


= Де -ч 
+ Док ок туакыя+ Ге 


Гама 


- @х-+ 3) Яшх ЕС. 


Га =" — = 


А 


— а - 35 — 7) биве 


+ Дел аз -А --х --)быа 


„Аи М 


Прим, 3. = Г. 


Эт — Сов у 
ел. ово во М ие, 


Задача 1. Найти пло- 
щадь бух, ограниченную 
типерболой, ея аосими- 
тотой и двумя парал- 
лежями другой ассими- 
тот. 

Беря асенмитоты ва оси ко- 
орливать, выразнать гипербону, 
хакь извЪотно, ур-емъ: 


а ОткуДа У=, 


ху 


шо "= 
а ЗФ. вх 


2 х 
1310.1 к 


п, сафд., 
ре 1х 
= 45 6.: & 
к 
если гимербола равнобочная, текь что 9=90° и ин @=1, в если 
хром того С" ==4, а ль==1, то иросто 
бк = 
отеюда п происходить назменоваше Неперовыхь логарифмовь еще 
нперболическими. 


Задача 2. Найти пиощадь 9, ограниченную параболон 
у 2рх, ея оеью и периепдикуняромь въ оси, проведен- 
НЫМЪ На разстоян!л а отъ вержмины, 


Такт кахъ = арх, 
„® “ й 3 
/:- — 2 ; т 
Ир. ах Ур. м бк=Г р. ь у бр. 
" Й ° 
. : Я 
Е ра. ай, 
с р. 
а, зквачить площадь фигу- 
ры ОВС равна площади 
прямоугольника © } ТОР в 
лослфию  результать  най- 
день внервые еще Архимеломь РИ р 


(285—215 г. до Р. А.) и пред- 
ставляеть первый случай точ- 
наго выражен я криволинейной 
площади. 
Черт. 30, 
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въ новйшее время 


{Отъ Конвента ло пашихъ дней). Составоль П. Н. Ардашевъ, профес- 
соръ Императорскаго Унпверовтета Св. Владим ра, 
Часть Т.До пачада тридцатыхьътгодовъ девязнадцатаго отояЪтИя. 
2910 ее че ие вала Тр. 40 к. 


да вашихь дней. 1910 т. ..... ен. ие, Тр. 60 к 


Лекщи дають досталочлый фактачесий матералъ, разверстанный цжле- 
сообразно и искусно, ожизляють его, намфчають освоввыя лия въ его всте- 
ственной груипвровкЪ п, что особенно важно для пачинающихъ, не ясключають 
возуожности иной`творётической обосповкв и иного оевЪщевя. Таким об- 
разомтъ, пользуясь данрыми лезщями, пачнвалдий читатель легко и еъ инте- 
Бесозль усвамнаеть фактически матернать. Есть эъ „лекщяхь“ одна безусловно 
зажнат сторола, дЪлающея пхъ превосходнымь пособемь настольнымъ руко- 
золетвомЪ для всяжаго, зайныающагоея всеобщей исторей. Это—обильныя 
бвблографичесня указмИя почтп по возмъ вопросвыъ лстоми зацацвой, 
Европы. Все вьжное п первоклаевиае въ ниостранвыхь литературахь указано, 
и притохь съ точностью, не оставляющею желать ничего лучшаго. Въ этомь. 
последнемъ откошенш проф. Бувескулъ одфлаль р шительно‘все, чтобы только 
сдфнать изъ „ленши“ ничто. въ этомъ смыелв незам®нвмое, и вельзя не быть 
признательнымь ему-за, эту полезную, кропотливую, поразительно добросовъотно 
одБнанную работу. 

Н.Н. „Истор. Въстникь® Августе г90у # 


ТОГО-ЖЕ АВЕЭРА, 


Интегральное исчисление 


Часть Г. Часть Н-я. 
Интегрироване функций. Опредвленные нотегральт. 
Издаше 3-е. “ Издавше 3-е. 


9 1912 гр Атр. 75 к.р |] а1ю2ер а2р. 25 юр 


Профессоръ К. И. Поссе. 


КУРСЬ ДИФФЕРЕНШАЛЬНАГО == 


-0 ио- 
_——= ИНТЕГРАЛЬНАГО ИСЧИСЛЕНИЯ. 
1912 г. при очень 5 руб. 


воифиет в — 


< Ц$на 2 р. 25 к. 0 


ТРЕБОВАНИЯ АДРЕСОВАТЬ. 
Въ складъ В. А. БЕРЕЗОВСКАГО. 


Пепзрозрадь, Колокольная, 14 


Въ складь В. А. БЕРЕЗОВСКАГО, 


Петроградь, Колонольная 14. 
©. черепанове, 


СОКРАЩЕННЫЙ КУРСЪ 
1907. МАТЕМАТИКИ. 2 


(Ариеметика, алгебра, геометря и тригонометрйя). 
По нетупительной программЪ 


въ Ипператорскую Николаевскую военную зкадекю. 
2-е нздан!е пересмотръиное н нсправленное. 


7. Борледичь. 


Прямопинейная с 000 
995 Тригонометрия. 


(Съ птимБрами и задачами). 


Рекамендована гг. офицерамъ для приготовленя къ экзае- 
намъ при поступлена въ Имрераторскую Николаевскую 
военную академ ю. 

1912 г, Изхцан!е 4-е. Цвна 1 р. 


)Вз-первомв изданги была признана Ученымь Комитетомв Миниетер- 
ства Народнаго Просвийиеная Заслуживающей одобрентя из употрабле- 
но в5 гимназгять вь видть учебиаго повоб/я. 


`Ведека. 1912 г. 


с ВВЕДЕНЕ въ ГЕОДЕЗНЮ, = 


Руководство, составленное по програмимь поступающийь въ 
Иулператорскую Николаевскую военную академ!ю. 
<=> Ифна Фр. 50 коп. ч=> 

Явзяетол цзивымЪъ пособемъ для цозпашя цауки, запауеющейся рзучещемь 


свойогвъ зезтой поверхности какь фундамента дия облезчешя зоеннаго пенусства, 
та. „Удо Росси“ 10та"а. № 248. 


Складомъ В, А. Березовснаго высылаются всф руководства и пособ, поименован- 
ныя въ программахъ для постулленя во вс военно-учебныя заведен я. 


